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Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû êâàíòîâîé ìåõàíèêè

Ââåäåíèå

Îïûòíûå äàííûå, êàñàþùèåñÿ êîðïóñêóëÿðíûõ ñâîéñòâ ñâåòà (ôîòîýô-
ôåêò, ýôôåêò Êîìïòîíà, òåïëîâîå èçëó÷åíèå) ñ îäíîé ñòîðîíû, è âîëíîâûõ
ñâîéñòâ ÷àñòèö (äèôðàêöèÿ) - ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè
ðàçâèòèÿ òåîðèè, óòî÷íÿþùåé çàêîíû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè è ýëåêòðîäè-
íàìèêè â îòíîøåíèè ñèñòåì ìèêðîñêîïè÷åñêîãî, àòîìíîãî ìàñøòàáà. Òàêàÿ
òåîðèÿ, èçâåñòíàÿ òåïåðü êàê êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà, áûëà ñîçäàíà â Åâðîïå
â íà÷àëå ïðîøëîãî âåêà òðóäàìè ìíîãèõ âûäàþùèõñÿ ó÷åíûõ, èç êîòîðûõ
îòìåòèì òîëüêî äàò÷àíèíà Íèëüñà Áîðà, íåìöà Âåðíåðà Ãåéçåíáåðãà, àâ-
ñòðèéöà Ýðâèíà Øðåäèíãåðà è àíãëè÷àíèíà Ïîëÿ Äèðàêà. Ñîâðåìåííàÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà êâàíòîâîé ìåõàíèêè áûëà äàíà â ðàáîòàõ
âûäàþùåãîñÿ âåíãåðñêîãî ìàòåìàòèêà Äæîíà (ßíóøà) ôîí Íåéìàíà.

Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé ôîðìóëèðîâêè êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè Èñààêó Íüþ-
òîíó ïîòðåáîâàëîñü èçîáðåñòè äèôôåðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëå-
íèÿ, ñîñòàâèâøèå ðàçäåë ìàòåìàòèêè, íàçûâàåìûé íûíå ìàòåìàòè÷åñêèì
àíàëèçîì. Ìàòåìàòèêàì ïîòðåáîâàëîñü îêîëî ñòà ëåò, ÷òîáû äîâåñòè ýòîò
ðàçäåë äî ñîñòîÿíèÿ, îòâå÷àþùåãî èõ ïðåäñòàâëåíèÿì îá óðîâíå ñòðîãîñòè
èñïîëüçóåìûõ â íåì ðàññóæäåíèé. Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè,
ìàòåìàòè÷åñêèå ñðåäñòâà, íåîáõîäèìûå äëÿ êîëè÷åñòâåííîé ôîðìóëèðîâêè
êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ñóùåñòâîâàëè åùå äî åå ïîÿâëåíèÿ, íî íå áûëè âîñòðå-
áîâàíû â ôèçèêå. Íà ðóáåæå 19 è 20 âåêîâ âîçíèêëî ïîíÿòèå ãèëüáåðòîâà
ïðîñòðàíñòâà, ïîÿâèâøåãîñÿ êàê ëîãè÷åñêîå ñëåäñòâèå ðàáîò âûäàþùåãî-
ñÿ íåìåöêîãî ìàòåìàòèêà Äàâèäà Ãèëüáåðòà, ïîñâÿùåííûõ ðàçëîæåíèÿì
ôóíêöèé â îðòîãîíàëüíûå ðÿäû è èññëåäîâàíèþ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.
Òîëüêî äâà ãîäà ïîòðåáîâàëîñü ôîí Íåéìàíó, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî åñòå-
ñòâåííûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì êâàíòîâîé ìåõàíèêè ÿâëÿåòñÿ îäèí
èç ðàçäåëîâ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà � òåîðèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåé-
ñòâóþùèõ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. [8]

Ïîñëåäîâàòåëüíîå è ñòðîãîå èçëîæåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è, â
÷àñòíîñòè, óïîìÿíóòîãî åãî ðàçäåëà íå ÿâëÿåòñÿ öåëüþ íàñòîÿùèõ ëåêöèé
� äëÿ ýòîãî ñóùåñòâóþò ñïåöèàëüíûå êóðñû (íàïðèìåð [1, 3, 5] è ìíî-
ãèå äðóãèå). Ìû óäîâîëüñòâóåìñÿ òåì, ÷òî èñïîëüçóåì èìåþùèåñÿ â íåì
ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû äëÿ äîñòèæåíèÿ ñâîèõ "êîðûñòíûõ"öåëåé � êîëè-
÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ îïûòíûõ äàííûõ î ñâîéñòâàõ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ñè-
ñòåì. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó àáñòðàêòíûìè
ïîíÿòèÿìè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è äîðîãèìè ñåðäöó êàæäîãî ôèçèêà
ïðåäñòàâëåíèÿìè, òàêèìè êàê ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, íàáëþäàåìàÿ, èçìåðå-
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Áåñêà÷êî Â.Ï., Çàëÿïèí Â.È.

íèå è ò.ï. Ýòî ñîîòâåòñòâèå îêàçûâàåòñÿ íå òàêèì ïðîñòûì (ëó÷øå ñêàçàòü
� íå òàêèì ïðèâû÷íûì), êàê â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, íî îíî ïðèâîäèò ê
ðåçóëüòàòàì, õîðîøî ñîãëàñóþùèìñÿ ñ îïûòîì. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ êâàíòî-
âàÿ ìåõàíèêà, âî âñÿêîì ñëó÷àå � åå íåðåëÿòèâèñòñêèé âàðèàíò, ÿâëÿåòñÿ
îäíîé èç ñàìûõ òî÷íûõ ôèçè÷åñêèõ òåîðèé. Âìåñòå ñ òåîðèåé îòíîñèòåëü-
íîñòè îíà ñîñòàâëÿåò ôóíäàìåíò ñîâðåìåííîãî åñòåñòâîçíàíèÿ.

Ìû íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñëóøàòåëè ýòîãî êóðñà óæå óñïåëè ïîçíà-
êîìèòüñÿ ñ ôóíêöèîíàëüíûì àíàëèçîì. Îäíàêî, ìíîãèå èç íåîáõîäèìûõ
íàì ñåé÷àñ ïîíÿòèé óæå âñòðå÷àëèñü ïðè èçó÷åíèè äðóãèõ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ äèñöèïëèí: àíàëèçà, ëèíåéíîé àëãåáðû, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Íàøà
çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïðèâåñòè ýòè ïîíÿòèÿ â ñèñòåìó è âûðà-
áîòàòü ÿçûê, íà êîòîðîì â ñëåäóþùåé ÷àñòè êóðñà áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû
îñíîâíûå ïðèíöèïû (àêñèîìû) êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ïîýòîìó èçëîæåíèå
äîñòàòî÷íî êîíñïåêòèâíî � îïðåäåëåíèÿ, ïðèìåðû, îáñóæäåíèå îñíîâíûõ
ñâîéñòâ. Äîêàçàòåëüñòâà ïðèâîäèìûõ ôàêòîâ â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå
îòñóòñòâóþò, à îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî èíòóèòèâíî ñîäåðæàòåëüíîìó
ðàçúÿñíåíèþ ââîäèìûõ ïîíÿòèé. Òå íåìíîãî÷èñëåííûå äîêàçàòåëüñòâà, êî-
òîðûå ïðèñóòñòâóþò â òåêñòå, âûäåëåíû çíà÷êàìè J � íà÷àëî è I � îêîí-
÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà.

×èòàòåëü, èíòåðåñóþùèéñÿ ïîëíûìè äîêàçàòåëüñòâàìè, ìîæåò ïîçíàêî-
ìèòüñÿ ñ íèìè ïî ìíîãî÷èñëåííûì ó÷åáíèêàì ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëè-
çó, ÷àñòü èç êîòîðûõ ïðèâåäåíà â ñïèñêå ëèòåðàòóðû.



Ãëàâà 1

Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà

1.1. Ìíîæåñòâà

Ïîä ìíîæåñòâîì áóäåì ïîíèìàòü ñåìåéñòâî (èëè ñîâîêóïíîñòü) ïðîèç-
âîëüíûõ îáúåêòîâ, îáúåäèíåííûõ ïî êàêîìó-íèáóäü ïðèçíàêó, êà÷åñòâó èëè
ñâîéñòâó. Îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåí-
íûì ðîâíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé: ëèáî ýëåìåíò ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâó, ëèáî îí ýòîìó ìíîæåñòâó íå ïðèíàäëåæèò. Åñëè A � ìíîæå-
ñòâî, à a � ýëåìåíò ýòîãî ìíîæåñòâà, òî ôàêò ïðèíàäëåæíîñòè ýòîãî ýëå-
ìåíòà ìíîæåñòâó áóäåì çàïèñûâàòü òàê: a ∈ A. Åñëè îáúåêò a íå ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A, òî ýòî áóäåì çàïèñûâàòü êàê a /∈ A. Ìíîæåñòâî
ìîæåò áûòü ïóñòûì, ò.å. íå ñîäåðæàòü íè îäíîãî ýëåìåíòà. Òàêîå ìíîæå-
ñòâî áóäåì îáîçíà÷àòü ∅.

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà áóäåì åùå íàçûâàòü òî÷êàìè.

Áóêâû N,Z,Q,R,C òàêîãî íà÷åðòàíèÿ îáîçíà÷àþò ìíîæåñòâà íàòóðàëü-
íûõ, öåëûõ, ðàöèîíàëüíûõ, âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïðî÷èå ìíîæåñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü ïðî÷èìè ïðîïèñíûìè áóê-
âàìè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà òàêîãî æå, êàê âûøå (A,B,X . . .), èëè îáû÷íî-
ãî íà÷åðòàíèÿ (A,B,X, . . .). Ñòðî÷íûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè îáîçíà÷àþò
ýëåìåíòû ýòèõ ìíîæåñòâ. Íàïðèìåð, çàïèñü A = {a, b, c, d} îçíà÷àåò "ìíî-
æåñòâî A ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ a, b, c, d".

Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà X, åñëè âñÿêèé
ýëåìåíò ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà X. Ïðè ýòîì îáû÷íî
ïèøóò A ⊂ X. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîä-
ìíîæåñòâîì A ⊂ A, à ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ëþáîãî
ìíîæåñòâà ∅ ⊂ A. Åñëè îäíîâðåìåííî âûïîëíÿåòñÿ A ⊂ X è X ⊂ A, òî
ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâà A è X ñîâïàäàþò (ðàâíû) è çàïèñûâàþò ýòî êàê
A = X. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïèøóò A 6= X.

Vladimir I. Zaliapin
Машинописный текст
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Ïðè ôîðìóëèðîâêå îïðåäåëåíèé, óòâåðæäåíèé è ïðè ïðîâåäåíèè äîêà-
çàòåëüñòâ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ëîãè÷åñêèå êâàíòîðû1:

êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ∃, êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ∃! è
êâàíòîð âñåîáùíîñòè ∀, à òàêæå ñèìâîëû ñëåäîâàíèÿ⇒ è ýêâèâàëåíòíîñòè
âûñêàçûâàíèé ⇔.

Óêàçàííûå â ñêîáêàõ ñèìâîëû (:) è (|) ÷èòàþòñÿ êàê òàêîé, ÷òî. Íàïðè-
ìåð, çàïèñü: {n ∈ N : n2 = 9} îçíà÷àåò: íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîâî, ÷òî
åãî êâàäðàò ðàâåí 9, à çàïèñü: A = {f(x)|f(0) = 0}, óêàçûâàåò, ÷òî ìíîæå-
ñòâî A ñîñòîèò èç ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íîëü ïðè íóëåâîì çíà÷åíèè
àðãóìåíòà. Çíà÷îê ⇒ ÷èòàåòñÿ êàê ñëåäóåò , âûòåêàåò , òîãäà èìååò
ìåñòî è ò.ï. Íàïðèìåð, çàïèñü:

x0 = arglocextrf(x) ∩ ∃f ′(x0) ⇒ f ′(x0) = 0

îçíà÷àåò: åñëè x0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà è â ýòîé òî÷êå ñó-
ùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ, òî ýòà ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ. Äâóñòîðîííÿÿ
ñòðåëêà (⇔) ÷èòàåòñÿ êàê òîãäà è òîëüêî òîãäà , åñëè è òîëüêî åñëè,
óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì è ò.ï. Óòâåðæäåíèå : ÷èñ-
ëî äåëèòñÿ íà 6 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî äåëèòñÿ íà 2 è íà 3
îäíîâðåìåííî çàïèñûâàåòñÿ òàê:

n ... 6 ⇔ (n ... 2) ∩ (n ... 3).

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ îñíîâíûìè îïåðà-
öèÿìè íàä ìíîæåñòâàìè � îáúåäèíåíèåì (A ∪ B), ïåðåñå÷åíèåì (A ∩ B) è
äîïîëíåíèåì (Ac) è èõ ñâîéñòâàìè, â ÷àñòíîñòè ñ òîæäåñòâàìè äå Ìîðãàíà:

(A ∩B)c = Ac ∪Bc

(A ∪B)c = Ac ∩Bc.

Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ çàïàñ ýëåìåíòîâ, èç êîòî-
ðûõ ñîñòîèò ýòî ìíîæåñòâî. Âûøå óæå óïîìèíàëîñü ïóñòîå ìíîæåñòâî
� ∅ � íå ñîäåðæàùåå íè îäíîãî ýëåìåíòà.

Ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, íàçûâàåòñÿ êîíå÷-
íûì. Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìîæíî çàäàòü ïåðå÷èñëåíèåì âñåõ åãî ýëåìåí-
òîâ: A = {a1, a2, . . . , an}. Ìîùíîñòüþ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà áóäåì íàçû-
âàòü êîëè÷åñòâî ñîäåðæàùèõñÿ â íåì ýëåìåíòîâ è çàïèñûâàòü ýòî òàê:
|A| = n, â ÷àñòíîñòè |∅| = 0.

1Êâàíòîðû - ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ïî íåêîòîðîìó âûñêàçûâàíèþ ïîëó÷àþò
íîâûå âûñêàçûâàíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå îáëàñòü èñòèííîñòè èñõîäíîãî.
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Åñëè ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, îíî íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì.
Äëÿ ñðàâíåíèÿ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ (ñ òî÷êè çðåíèÿ çàïàñà âõîäÿùèõ â
íèõ ýëåìåíòîâ), èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äâà ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè êàæäîìó ýëåìåíòó
îäíîãî ìíîæåñòâà ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííûé ýëåìåíò
äðóãîãî, è ïðè ýòîì êàæäîìó ýëåìåíòó âòîðîãî ìíîæåñòâà îòâå÷àåò åäèí-
ñòâåííûé ýëåìåíò ïåðâîãî. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ìåæäó ìíîæåñòâàìè
óñòàíîâëåíî âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Îáðàçíî ãîâîðÿ, ýëåìåí-
òû ýòèõ ìíîæåñòâ ïîïàðíî ñâÿçàíû

∀a ∈ A, ∃! b ∈ B è ∀b ∈ B, ∃! a ∈ A : a ↔ b.

Åñëè ìíîæåñòâà A è B � ýêâèâàëåíòíû, òî ïèøóò A ∼ B. Ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíûõ ìíîæåñòâ:

A ∼ A, A ∼ B ⇔ B ∼ A, (A ∼ B) ∩ (B ∼ C)⇒ A ∼ C.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ìíîæåñòâà ìîæíî ðàçáèòü íà íåïåðåñåêàþùèå êëàñ-
ñû ìíîæåñòâ.

Ìíîæåñòâà, âõîäÿùèå â îäèí êëàññ, íàçâàþòñÿ ðàâíîìîùíûìè, è ñ÷è-
òàåòñÿ, ÷òî âñå ìíîæåñòâà èç îäíîãî êëàññà èìåþò îäèí è òîò æå çàïàñ
ýëåìåíòîâ.

Äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ðàâíîìîùíîñòü îçíà÷àåò ñîâïàäåíèå êîëè÷å-
ñòâà ýëåìåíòîâ â ýòèõ ìíîæåñòâàõ � äâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà ðàâíîìîù-
íû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ñîäåðæàò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî
ýëåìåíòîâ.

Äëÿ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòî óæå íå òàê. Ñàìîé "ìà-
ëåíüêîé" áåñêîíå÷íîñòüþ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ
÷èñåë. Âñÿêîå ìíîæåñòâî, ðàâíîìîùíîå ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë2,
íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì. C÷åòíóþ ìîùíîñòü îáû÷íî îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì ℵ0

(÷èòàåòñÿ àëåô-íóëü) è ïèøóò |N| = ℵ0. Åñëè ìíîæåñòâî ñ÷åòíî, òî ìû
óæå íå â ñîñòîÿíèè âûïèñàòü âñå åãî ýëåìåíòû, îäíàêî îíè ìîãóò áûòü
óïîðÿäî÷åíû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì, ýëåìåíòû ñ÷åòíîãî ìíîæå-
ñòâà ìîãóò áûòü çàíóìåðîâàíû íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè: åñëè A � ñ÷åòíî,
òî A = {a1, a2, . . . , an, . . .}

Äîñòàòî÷íî ïðîñòî óñòàíîâèòü, ÷òî ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà Z,Q � ñ÷åòíûå,
ò.å., ãðóáî ãîâîðÿ, çàïàñ ýëåìåíòîâ â ýòèõ ìíîæåñòâàõ òàêîé æå, êàê è â

2Â òîì ÷èñëå, êîíå÷íî, è ñàìî ìíîæåñòâî N.
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ìíîæåñòâå N, õîòÿ î÷åâèäíî, ÷òî, íàïðèìåð, öåëûõ ÷èñåë "áîëüøå" ÷åì
íàòóðàëüíûõ.3

Íå âñå áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà ðàâíîìîùíû. Ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà,
çàïàñ ýëåìåíòîâ â êîòîðûõ îòëè÷àåòñÿ (à, çíà÷èò, áîëüøå!) îò çàïàñà ýëå-
ìåíòîâ â ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî I = {x :
0 ≤ x ≤ 1} ñ÷åòíûì íå ÿâëÿåòñÿ, êàê è, íàïðèìåð, ìíîæåñòâà R,C, ìíî-
æåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè, â ïðîñòðàíñòâå è ò.ï.

Âñÿêîå ìíîæåñòâî, ýêâèâàëåíòíîå (ðàâíîìîùíîå) ìíîæåñòâó R äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ìîùíîñòè êîíòèíóóì. Îáîçíà÷å-
íèå: |R| = ℵ1

4. Âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå ìíîæåñòâà, à òàêæå ìíîæåñòâî
òî÷åê â ëþáîì îòðåçêå, â ëþáîì ïðÿìîóãîëüíèêå èëè êðóãå, ëþáîì ïàðàë-
ëåëåïèïåäå, ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ëþáîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà,
ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå è ò.ï., èìåþò
ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.5

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî, ó íåãî îáÿçà-
òåëüíî èìååòñÿ ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî.

1.2. Ïðîñòðàíñòâà è ñòðóêòóðû

Êîíöåïöèÿ ïðîñòðàíñòâà â ìàòåìàòèêå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ñàìûõ
ðàçíûõ êîíñòðóêöèÿõ.

Ïîä ïðîñòðàíñòâîì ïîíèìàåòñÿ ëþáîå ìíîæåñòâî àáñòðàêòíûõ (ò.å. íå
ñíàáæåííûõ îïèñàíèåì èõ ïðèðîäû èëè ïðîèñõîæäåíèÿ) èëè êîíêðåòíûõ
(ò.å. ñíàáæåííûõ òàêèì îïèñàíèåì) ýëåìåíòîâ, íàäåëåííîå ñòðóêòóðîé.
Ñòðóêòóðû, êîòîðûìè ìîæåò íàäåëÿòüñÿ ïðîñòðàíñòâî, îáû÷íî ñâÿçàíû ñ
âîçìîæíîñòüþ ïðîèçâîäèòü íàä ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà íåêîòîðûå äåé-
ñòâèÿ è/èëè óñòàíàâëèâàòü ìåæäó ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà íåêîòîðûå îò-
íîøåíèÿ. Îäíè è òå æå ýëåìåíòû ìîãóò îáðàçîâûâàòü ðàçëè÷íûå ïðîñòðàí-
ñòâà, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé ñòðóêòóðîé è â êàêîé ôîðìå íàäåëåíî
ïðîñòðàíñòâî.

Ãîâîðÿò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì, åñëè ñîñòàâëÿþ-
ùèå åãî ýëåìåíòû � ôóíêöèè6.

3Ýòî êà÷åñòâî áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ � áûòü ðàâíîìîùíûìè ñâîèì ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâàì
� ìîæåò ñëóæèòü îïðåäåëåíèåì áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà.

4×àñòî êîíòèíóàëüíóþ ìîùíîñòü îáîçíà÷àþò òàêæå ëàòèíñêîé áóêâîé "ñ".
5Ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà è áîëåå âûñîêîé ìîùíîñòè, ÷åì êîíòèíóàëüíàÿ. Òàê, íàïðè-

ìåð, ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå, èìååò áîëüøóþ ìîùíîñòü. Äëÿ íàøèõ öåëåé
â äàëüíåéøåì ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ìíîæåñòâàìè, ìîùíîñòü êîòîðûõ íå âûøå êîíòèíóàëüíîé.

6×àùå âñåãî, îáëàäàþùèå êàêèì-òî íàïåðåä îãîâîðåííûì ñâîéñòâîì � îãðàíè÷åííûå, íåïðåðûâíûå,
äèôôåðåíöèðóåìûå è ò.ï.
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2.1. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

Ãîâîðÿò, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå çàäàíà ìåòðèêà, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
ïðîñòðàíñòâî íàäåëåíî ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû
ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà M îïðåäåëåíî ïðàâèëî èçìåðåíèÿ ðàñ-
ñòîÿíèé ìåæäó ýòèìè ýëåìåíòàìè, ò.å. ∀ a, b ∈ M çàäàíà ôóíêöèÿ µ(a; b),
òàêàÿ ÷òî

1. µ(a; b) ≥ 0, µ(a; b) = 0⇔ a = b
2. µ(a; b) = µ(b; a);
3. µ(a; c) ≤ µ(a; b) + µ(b; c).

(1.2.1)

Òðåáîâàíèå 2 íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîñòüþ ìåòðèêè, òðåáîâàíèå 3 � íåðà-
âåíñòâîì òðåóãîëüíèêà.

Ìíîæåñòâî M , â êîòîðîì çàäàíà ìåòðèêà, íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì è îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ ïàðîé ñèìâîëîâ (M,µ), ãäå M �
ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ (èëè òî÷åê) ïðîñòðàíñòâà, µ � ìåòðèêà.

Ïðèìåðû

I. Ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî X, íà êîòîðîì ìåòðèêà çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

∀x, y ∈ X µ(x, y) = 0, x = y, µ(x, y) = 1, x 6= y

îáðàçóåò ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Àêñèîìû ìåòðèêè ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ. Òàêàÿ ìåòðèêà íà-
çûâàåòñÿ äèñêðåòíîé.

II. Ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R ñ îáû÷íûì ðàññòîÿíèåì µ(x; y) = |x− y| îáðà-
çóåò ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C ñ ðàññòîÿíèåì µ(u; v) = |u − v| îáðàçóåò ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî.

III. Ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð x = (x1;x2) äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ ìåòðèêîé µ(x; y) =√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Åãî îáû÷íî îáîçíà÷àþò R2.

Ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð u = (u1;u2) êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ ìåòðèêîé µ(u; v) =√
|u1 − v1|2 + |u2 − v2|2 � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Åãî îáû÷íî îáîçíà÷àþò C2.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà Rn è Cn äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî çíà÷åíèÿ n �
ýòî ìíîæåñòâà óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ u = (uk)

n
1 èç n äåéñòâèòåëüíûõ (êîìïëåêñíûõ) ÷èñåë,

c ìåòðèêîé

µ(u; v) =
√
|u1 − v1|2 + · · ·+ |un − vn|2.

IV. Ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð x = (x1;x2) äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ ìåòðèêîé µ(x; y) =
|x1 − y1|+ |x2 − y2| � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Îíî îòëè÷àåòñÿ îò ïðîñòðàíñòâà ïðèìåðà II
� çäåñü äðóãàÿ ìåòðèêà.
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V. Ïóñòü X � ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé7, îïðåäåëåííûõ è íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a; b].
Çàäàäèì ìåòðèêó íà ýòîì ìíîæåñòâå ôóíêöèé ñîîòíîøåíèåì

µ(f, ϕ) = max |f(x)− ϕ(x)|.

Òðåáîâàíèÿ 1− 3 ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ, X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
Îáû÷íî ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé X ñ òàê îïðåäåëåííîé ìåòðèêîé (îíà íàçûâàåòñÿ ÷åáûø¼â-

ñêîé) îáîçíà÷àþò C[a;b].

VI.Ìíîæåñòâî X � òàêîå æå, êàê è â ïðèìåðå V, à ïðàâèëî èçìåðåíèÿ ðàññòîÿíèé çàäàåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì

µ(f, ϕ) =

b∫
a

|f(x)− ϕ(x)|dx.

Çàìåòèì, ÷òî òðåáîâàíèå 2 î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ, ðàâíî êàê è ïåðâàÿ ÷àñòü òðåáîâàíèÿ 1.
Äëÿ âòîðîé ÷àñòè ïîëó÷àåì. J Åñëè f = ϕ, òî, êîíå÷íî µ(f, ϕ) = 0.
Ïóñòü òåïåðü µ(f, ϕ) = 0. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ, ñòîÿùàÿ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, íåïðå-

ðûâíà è íåîòðèöàòåëüíà. Èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî åñëè èíòåãðàë îò
íåîòðèöàòåëüíîé íåïðåðûâíîé8 ôóíêöèè ðàâåí íóëþ, òî è ôóíêöèÿ ýòà òîæäåñòâåííî ðàâíà
íóëþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f(x) ≡ ϕ(x) ∀x ∈ [a; b].I

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ïîëîæèì u = f − ψ, v = ψ − ϕ è âîñïîëü-
çóåìñÿ íåðàâåíñòâîì |u + v| ≤ |u| + |v|. Äëÿ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèíÿòî îäíî èç ñëåäóþùèõ
îáîçíà÷åíèé L̃[a;b], CL[a;b], L

C
[a;b].

VII. Ìíîæåñòâî X � òàêîå æå9, êàê è â ïðèìåðàõ V - VI. Åñëè p > 1, òî ïðàâèëî èçìåðåíèÿ
ðàññòîÿíèé çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

µ(f, ϕ) =
p

√√√√√ b∫
a

|f(x)− ϕ(x)|pdx.

Êàê è âûøå, ñâîéñòâà 1-2 ìåòðèêè î÷åâèäíû. Íåêîòîðóþ, (íå ñîâñåì ïðîñòóþ!), ïðîáëåìó
ïðåäñòàâëÿåò óñòàíîâëåíèå ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà.

Â ýòîì íàì ïîìîãóò íåñêîëüêî êëàññè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ.

Íåðàâåíñòâî Ä. Áåðíóëëè Ïóñòü γ � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñ-
ëî, t ≥ −1. Òîãäà

(1 + t)γ ≤ 1 + γt, 0 < γ < 1
(1 + t)γ ≥ 1 + γt, γ < 0 ∪ γ > 1.

(1.2.2)

J Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ ϕ(t) = (1 + t)γ − 1 − γt. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ïðè 0 < γ < 1 â òî÷êå t = 0 ôóíêöèÿ ϕ(t) äîñòèãàåò ñâîåãî
ìàêñèìóìà, ðàâíîãî íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè

t > −1 ϕ(t) ≤ 0 ⇒ (1 + t)γ ≤ 1 + γt ≤ 0.

7Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, êàê ïðàâèëî, ôóíêöèè ïðåäïîëàãàþòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûìè
8Åñëè íåïðåðûâíîñòè íåò, òî ýòî óòâåðæäåíèå íåâåðíî.
9Ò.å., íåïðåðûâíûå êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè.
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Àíàëîãè÷íî, äëÿ çíà÷åíèé γ < 0 ∪ γ > 1 ó ôóíêöèè ϕ(t) â òî÷êå t = 0 �
ìèíèìóì, îòêóäà âòîðîå íåðàâåíñòâî.

Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Ä.Áåðíóëëè, åñëè γ =
n ∈ N. I

Íåðàâåíñòâî Ó. Þíãà Ïðè a ≥ 0, b > 0, p > 1,
1

q
= 1 − 1

p
ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî

a
1
p · b

1
q ≤ a

p
+
b

q
. (1.2.3)

JÏóñòü 0 < γ < 1, t ≥ −1. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê äîêàçàíî âûøå, ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

(1 + t)γ ≤ 1 + γt.

Ïîëîæèâ â ýòîì íåðàâåíñòâå
a

b
= 1 + t, p =

1

γ
, q =

p

p− 1
. è çàìåòèâ, ÷òî

ïðè òàêîé ïîäñòàíîâêå a ≥ 0, b > 0, p > 1, q > 1,
1

p
+

1

q
= 1, ìû ïðèõîäèì

ê íåðàâåíñòâó (a
b

) 1
p ≤ 1 +

1

p

(a
b
− 1
)
⇒ a

1
p

b
1
p

≤ 1

q
+

1

p
· a
b
.

Óìíîæàÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå íà b 6= 0 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
1

p
+

1

q
= 1,

ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî Þíãà:

a
1
p · b

1
q ≤ a

p
+
b

q
.

Åñëè òåïåðü ââåñòè íîâûå îáîçíà÷åíèÿ, ïîëîæèâ a
1
p = u, b

1
q = v, òî íåðà-

âåíñòâî Þíãà çàïèøåòüñÿ â âèäå

u · v ≤ up

p
+
vq

q
. I

Çàìå÷àíèå. Åñëè γ > 1, òî p < 1 è íåðàâåíñòâî Þíãà ìåíÿåò çíàê

u · v ≥ up

p
+
vq

q
.

Íåðàâåíñòâî Î. Ã¼ëüäåðà äëÿ èíòåãðàëîâ Ïóñòü10 p > 1,
1

q
= 1− 1

p
, òîãäà

äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé u(t), p-àÿ ñòåïåíü êîòîðûõ èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå
10Ìû äîêàçûâàåì íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà è (íèæå) Ìèíêîâñêîãî äëÿ èíòåãðàëîâ. Òî÷íî òàêæå ìîæíî

äîêàçàòü àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà äëÿ ñóìì è ðÿäîâ.
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[a; b], è v(t), q-àÿ ñòåïåíü êîòîðûõ èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a; b], èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî11:∣∣∣∣∣∣

b∫
a

u(t)v(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
 b∫

a

|u(t)|pdt


1
p

·

 b∫
a

|v(t)|qdt


1
q

. (1.2.4)

J Ïîëîæèì â íåðàâåíñòâå Þíãà

a =
|u|p

b∫
a

|u|pdt
, b =

|v|q
b∫
a

|v|qdt

è ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷èâøååñÿ ñîîòíîøåíèå íà ïðîìåæóòêå [a; b]:∫
|u||v|dt(∫

|u|pdt
) 1
p
(∫
|v|qdt

) 1
q

≤ 1

p

∫
|u|pdt∫
|u|pdt

+
1

q

∫
|v|qdt∫
|v|qdt

=
1

p
+

1

q
= 1.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî∣∣∣∣∣∣
b∫

a

u(t)v(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫

a

|u(t)||v(t)|dt ≤

 b∫
a

|u|pdt


1
p

·

 b∫
a

|v|qdt


1
q

. I

Ïðè p = q = 2 íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè-
Áóíÿêîâñêîãî.

Íåðàâåíñòâî Ã. Ìèíêîâñêîãî äëÿ èíòåãðàëîâ Åñëè p > 1 è ôóíêöèè u, v
èíòåãðèðóåìû ñ p-îé ñòåïåíüþ íà îòðåçêå [a; b], òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî: b∫

a

|u(t) + v(t)|pdt


1
p

≤

 b∫
a

|u(t)|pdt


1
p

+

 b∫
a

|v(t)|pdt


1
p

. (1.2.5)

J Ðàññìîòðèì

b∫
a

|u(t) + v(t)|pdt =

b∫
a

|u(t) + v(t)|p−1|u(t) + v(t)|dt ≤

11Âåçäå äàëåå ÷åðòî÷êà íàä ñèìâîëîì îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå: åñëè z = x+iy, òî z = x−iy.
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≤
b∫

a

|u(t) + v(t)|p−1|u(t)|dt+

b∫
a

|u(t) + v(t)|p−1|v(t)|dt.

Ïðèìåíÿÿ ê êàæäîìó èç ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ
íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà, ïîëó÷àåì:

b∫
a

|u(t) + v(t)|p−1|u(t)|dt ≤

 b∫
a

|u(t)|pdt


1
p

·

 b∫
a

|u(t) + v(t)|(p−1)qdt


1
q

è

b∫
a

|u(t) + v(t)|p−1|v(t)|dt ≤

 b∫
a

|v(t)|pdt


1
p

·

 b∫
a

|u(t) + v(t)|(p−1)qdt


1
q

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
1

p
+

1

q
= 1 âëå÷åò ðàâåíñòâî (p − 1)q = p, è ñêëàäûâàÿ

ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó:

∫
|u+ v|pdt ≤

(∫
|u+ v|pdt

) 1
q


 b∫

a

|u(t)|pdt


1
p

+

 b∫
a

|v(t)|pdt


1
p

 ,

èç êîòîðîãî è ñëåäóåò èñêîìîå, â ñèëó ðàâåíñòâà
1

p
= 1− 1

q
. I

VII. Ïðîäîëæåíèå. Òåïåðü, äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî îáñóæäàåìàÿ ìåòðèêà óäîâëåòâî-
ðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà, äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü f − ψ = u, ψ − ϕ = v, f − ϕ = u + v è
âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì Ìèíêîâñêîãî.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà ïðèìåðîâ V,VI è VII � ðàçëè÷íû, íåñìîòðÿ íà òîæäåñòâåí-

íîñòü ñîñòàâëÿþùèõ èõ ýëåìåíòîâ. Ýòî ðàçëè÷èå âûçâàíî ðàçëè÷èåì èõ ìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Åñëè (M,µ) � ïðîñòðàíñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ñëóæàò òî÷êè ìíîæå-
ñòâà M ñ ìåòðèêîé µ, à X ⊂ M � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà
M , òî (X,µ) � òàêæå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Îíî íàçûâàåòñÿ ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M,µ).

Íàëè÷èå ìåòðèêè ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î áëèçêèõ èëè äàë¼êèõ ýëåìåíòàõ
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. ßñíî, ÷òî ýëåìåíòû, áëèçêèå â ïðîñòðàíñòâå
(M,µ) áóäóò ñòîëü æå áëèçêè è â ïðîñòðàíñòâå (X,µ), X ⊂M .

Òî÷êè è îêðåñòíîñòè

Íàëè÷èå ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû äàåò âîçìîæíîñòü ââåñòè íà ìíîæåñòâå
ýëåìåíòîâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ïîíÿòèå îêðåñòíîñòè.
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Ïóñòü (M,µ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, x0 ∈ M � ýëåìåíò (òî÷êà)
ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Îòêðûòûì øàðîì ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 ∈M íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
Srx0 = {x ∈M : µ(x;x0) < r}. ×èñëî r > 0 íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì øàðà.

Îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 ∈M áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî òî÷åê x ∈M ,
ñîäåðæàùèõñÿ â øàðå, ñ öåíòðîì â òî÷êå x0.

Ïîäìíîæåñòâî X ìíîæåñòâà M íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè ñóùå-
ñòâóåò øàð Srx0, òàêîé, ÷òî X ⊂ Srx0.

Ïóñòü òåïåðü X ⊂ M . Åñëè ó òî÷êè x0 ∈ X åñòü îêðåñòíîñòü, öåëèêîì
ñîñòîÿùàÿ èç òî÷åê ìíîæåñòâà X, òî òàêàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé
òî÷êîé ìíîæåñòâà X.

Åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 åñòü ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òî÷êà
ìíîæåñòâà X, îòëè÷íàÿ îò x0, òî òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé

12 òî÷êîé
ìíîæåñòâà X.

ÏîäìíîæåñòâîX ìíîæåñòâàM íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè âñå åãî òî÷-
êè � âíóòðåííèå. Ïîäìíîæåñòâî X ìíîæåñòâàM íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì,
åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ê îòêðûòîìó â M .

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ïîäìíîæåñòâî X ìíîæåñòâà M çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè.

Åñëè ê ìíîæåñòâó X ïðèñîåäèíèòü âñå åãî ïðåäåëüíûå òî÷êè, òî ïîëó-
÷èòñÿ ìíîæåñòâî, íàçûâàåìîå çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà X è îáû÷íî îáîçíà-
÷àåìîå X. ßñíî, ÷òî çàìûêàíèå X � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Âñå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îòêðûòî è çàìêíóòî îäíîâðåìåííî.

Ïóñòü ïîäìíîæåñòâà X è Y ìíîæåñòâàM òàêîâû, ÷òî X ⊂ Y è Y ⊂ X.
Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî X ïëîòíî â Y . Åñëè X ïëîòíî â M , òî îíî
íàçûâàåòñÿ âñþäó ïëîòíûì, ïðè ýòîì X = M .

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, åñëè â íåì ñóùå-
ñòâóåò ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî.

Îáðàçíî ãîâîðÿ, â ñåïàðàáåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò ñ÷åòíûé êàðêàñ � êàêóþ áû

òî÷êó ïðîñòðàíñòâà íè âçÿòü, ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê íåé íàéäåòñÿ òî÷êà ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà.

Ïðèìåðû
I. Â ïðîñòðàíñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R ñ îáû÷íûì ðàññòîÿíèåì µ(x; y) = |x − y| ìíî-

æåñòâî Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë âñþäó ïëîòíî. R � ñåïàðàáåëüíî.

Àíàëîãè÷íî, ñåïàðàáåëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà C,Rn,Cn

12Çàìåòèì, ÷òî ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X ìîæåò è íå ïðèíàäëåæàòü ýòîìó ìíîæåñòâó.
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II. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå C[a;b] íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a; b] ôóíêöèé ìíîæåñòâî ìíî-
ãî÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ñ÷åòíîå.
Çàìåòèì, äàëåå, ÷òî âñÿêèé ìíîãî÷ëåí ñ ïðîèçâîëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ìîæåò áûòü ñ ëþáîé
ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ïðèáëèæåí ìíîãî÷ëåíàìè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
J Äåéñòâèòåëüíî, Ïóñòü P =

∑n
0 akx

k � ìíîãî÷ëåí ñ ïðîèçâîëüíûìè, à PQ =
∑n

0 rkx
k �

ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Çàìåòèì, ÷òî âñåäà ìîæíî ïîäîáðàòü êîýôôèöèåíòû rk
òàê, ÷òî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

|ak − rk| ≤
ε

(n+ 1)|b|k
.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà

|P − PQ| ≤
n∑
0

|ak − rk||x|k ≤
n∑
0

|ak − rk||b|k

ïðè ýòîì áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
|P − PQ| ≤ ε,

ò.å. ñîâîêóïíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè ïëîòíà â ìíîæåñòâå âñåõ
ìíîãî÷ëåíîâ.I

À â ñèëó àïïðîêñèìàöèîííîé òåîðåìû Âåéåðøòðàññà (íàïðèìåð [5]), ëþáóþ íåïðåðûâíóþ
ôóíêöèþ ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ìîæíî ïðèáëèçèòü ìíîãî÷ëåíîì, îòêóäà è ñëåäóåò ñåïà-
ðàáåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâà C[a;b].

III. Ïóñòü Pε(t) � ìíîãî÷ëåí ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, àïïðîêñèìèðóþùèé íåïðå-
ðûâíóþ ôóíêöèþ x(t) ñ òî÷íîñòüþ íå õóæå ε, Ñåïàðàáåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâ L̃p[a;b], p ≥ 1 ñëå-
äóåò èç î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà

µ(x, Pε) =

 b∫
a

|x(t)− Pε(t)|pdt


1
p

≤ ε p
√
b− a.

IV. Åñëè X � íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñ äèñêðåòíîé ìåòðèêîé13, òî òàêîå ìåòðè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî, î÷åâèäíî, ñåïàðàáåëüíî.

V. Åñëè X � íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñ äèñêðåòíîé ìåòðèêîé, òî òàêîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî íåñåïàðàáåëüíî.
J Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òàêîå ïðîñòðàíñòâî ñåïàðàáåëüíî è S � ñ÷åòíîå, âñþäó ïëîòíîå â X

ìíîæåñòâî, òî, âûáðàâ íåêîòîðîå çíà÷åíèå ε <
1

2
, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî øàðîâ, öåíòðû êîòî-

ðûõ ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ ìíîæåñòâà S è ðàäèóñ êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò ε . Ïî êðàéíåé ìåðå
â îäíîì èç ýòèõ øàðîâ ñîäåðæèòñÿ íå ìåíåå äâóõ òî÷åê x 6= y ïðîcòðàíñòâà X (â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå X � ñ÷åòíî). Äëÿ ýòèõ òî÷åê, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷àåì:

1 = µ(x, y) < 2ε < 1.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.I

VI. Ïóñòü X � ñîâîêóïíîñòü êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ14 íà îòðåçêå [a; b] ôóíêöèé. Çàäàäèì
ìåòðèêó íà ýòîì ìíîæåñòâå ñîîòíîøåíèåì:

∀x, y ∈ X : µ(x, y) = sup
t∈[a;b]

|x(t)− y(t)|.

13Ò.å., µ(x, y) = 1, x 6= y, µ(x, y) = 0, x = y
14Ò.å. ôóíêöèé, ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê ðàçðûâà, â êàæäîé èç êîòîðûõ ñóùåñòâóþò îäíîñòîðîííèå

ïðåäåëû.
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Êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ñ òàêèì îáðàçîì çàäàííîé ìåòðèêîé îáðàçóþò ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî. Åãî îáû÷íî îáîçíà÷àþò K̃C [a;b]. Ýòî ïðîñòðàíñòâî íåñåïàðàáåëüíî.
J Ïóñòü ∀τ ∈ [a; b], χτ (t) � ôóíêöèÿ, çàäàâàåìàÿ ñîîòíîøåíèåì:

χτ (t) =

{
1 t ≥ τ,
0 t < τ

.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ τ1 6= τ2 µ(χτ1 ;χτ2) = 1. Åñëè, êàê è âûøå, S � ñ÷åòíîå, âñþäó ïëîòíîå
â X ìíîæåñòâî, òî, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî øàðîâ, öåíòðû êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ

ìíîæåñòâà S è ðàäèóñ êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò ε <
1

2
. Ïî êðàéíåé ìåðå â îäíîì èç øàðîâ

ñîäåðæèòñÿ íå ìåíåå äâóõ ôóíêöèé χτ , τ1 6= τ2. Åñëè x0 � öåíòð ýòîãî øàðà, òî îäíîâðåìåííî
µ(x0, χτ1) < ε è µ(x0, χτ2) < ε è íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äàåò µ(χτ1 ;χτ2) < 1.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.I

Â çàâåðøåíèå îáñóæäåíèÿ ñåïàðàáåëüíîñòè îòìåòèì, ÷òî ìîæåò áûòü
äîêàçàíî (íàïðèìåð, [12]) ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà. Åñëè (M,µ) � ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, X ⊂

M � åãî ïîäïðîñòðàíñòâî, òî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X,µ) � ñåïà-
ðàáåëüíî.

2.2. Ñõîäèìîñòü â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïîëíîòà.

Ïóñòü (M,µ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, x1, x2, . . . , xn, . . . � ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ (òî÷åê) ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó x ∈ M ,
èëè, ÷òî ýëåìåíò x ∈ M ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn},
åñëè

∀ε > 0 ∃n0 : ∀n > n0 : µ(x;xn) < ε.

Ïðè ýòîì ïèøóò xn → x, n→∞, ëèáî lim
n→∞

xn = x.

Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, òî èìåþò ìå-
ñòî ñëåäóþùèå ïðîñòûå óòâåðæäåíèÿ:

1. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îïðå-

äåëåí åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

2. Âíå ëþáîãî øàðà, ñ öåíòðîì â òî÷êå x, íàõîäèòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñ-

ëî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùåéñÿ ê x. Ñîîòâåòñòâåííî, âíóòðè

ëþáîãî òàêîãî øàðà íàõîäèòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè.

3. Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � îãðàíè÷åíà15.

15Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, êîíå÷íî, íåâåðíî
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4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå å¼ ïîäïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå ïðåäåëó.

5. Ìåòðèêà � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ îòíîñèòåëüíî ââå-

äåííîé ñõîäèìîñòè:

åñëè xn → x, yn → y, òî ∃ lim
n→∞

µ(xn; yn) = µ(x; y).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè, ñ óâåëè÷åíèåì íîìåðà, ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íåîãðàíè÷åííî ñáëèæàþòñÿ:

∀ε > 0 ∃n0 : ∀n,m > n0 : µ(xn;xm) < ε.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáëàäàåò ñâîéñòâîì ôóíäàìåí-
òàëüíîñòè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, òî îíà áóäåò ôóíäàìåíòàëü-
íîé è â ëþáîì ïîäïðîñòðàíñòâå, å¼ ñîäåðæàùåì.

Åñëè æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå,
òî â ïîäïðîîñòðàíñòâå îíà îáÿçàòåëüíî áóäåò ôóíäàìåíòàëüíîé, íî íå
îáÿçàòåëüíî ñõîäÿùåéñÿ.

Ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà � ôóíäàìåíòàëüíàÿ. Îäíàêî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � ôóíäàìåí-
òàëüíà, îíà ñõîäÿùåéñÿ ìîæåò è íå áûòü.

Îáðàçíî ãîâîðÿ, ÷ëåíû ôóíäàìåíòàëüíîé, íî íå ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, ñîáèðàþòñÿ âîêðóã "äûðêè" â ïðîñòðàíñòâå, Â òîì ìåñòå, ê
êîòîðîìó îíè íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàþòñÿ íåò ýëåìåíòà ýòîãî ïðîñòðàí-
ñòâà.

Ïðèìåðû
I. Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà Q ñ ìåòðèêîé µ(r1; r2) = |r1 − r2| îáðàçóþò ìåòðè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî16. Ïóñòü {an} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, çàäàâàåìàÿ ñîîòíîøåíèåì

an =

(
1 +

1

n

)n
. Èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî íà ìíîæåñòâå äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñåë ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ è å¼ ïðåäåë ðàâåí e ≈ 2, 718281828.... Èç
ñõîäèìîñòè ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñëåäóåò å¼ ôóí-
äàìåíòàëüíîñòü, ò.å. áëèçîñòü äàëåêèõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äðóã ê äðóãó. Ýòà áëèçîñòü
ñîõðàíÿåòñÿ è â ïîäïðîñòðàíñòâå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Îäíàêî, íà ìíîæåñòâå Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùåéñÿ íå ÿâ-
ëÿåòñÿ.

II. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî P ìíîãî÷ëåíîâ, îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [0; 1] ñ ÷åáûø¼âñêîé
ìåòðèêîé µ(P ;Q) = max |P (t)−Q(t)|.

16Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
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Ïîëîæèì

Pn(x) = 1 + t+
t2

2!
+
t3

3!
+ · · ·+ tn

n!
.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ Pn � ôóíäàìåíòàëüíàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü äëÿ îïðåäå-
ëåííîñòè m < n:

µ(Pn;Pm) = max

∣∣∣∣ tm+1

(m+ 1)!
+

tm+2

(m+ 2)!
+ · · ·+ tn

n!

∣∣∣∣ ,
íî, ïîñêîëüêó 0 ≤ t ≤ 1 è k! ≥ 2k−1, ïîñòîëüêó∣∣∣∣ tm+1

(m+ 1)!
+

tm+2

(m+ 2)!
+ · · ·+ tn

n!

∣∣∣∣ ≤ 1

2m−1
→ 0.

Îäíàêî, â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîñòðàíñòâå ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ñõîäèòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè P0 � ìíîãî÷ëåí, òàêîé ÷òî P0 = limPn, òî ýòîò æå ìíîãî÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì òîé æå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ïðîñòðàíñòâå C[0;1] íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ïîäïðîñòðàíñòâîì êîòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ P. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà â C[0;1] ýòî çíà÷èò, ÷òî ôóíêöèÿ et ≡ P0, ÷òî
íåâåðíî.

III . Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî L̃p[−1;1], p > 1 (ïðèìåð VII ïóíêòà 1.2.1) è â íåì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ôóíêöèé (ðèñ.1.1, ñëåâà)

xn(t) =


−1, −1 ≤ t ≤ − 1

n
nt, − 1

n ≤ t ≤
1
n

+1, 1
n ≤ t ≤ +1

, n = 1, 2, . . . .

Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà â L̃p[−1;1].

Ðèñ. 1.1. Ôóíêöèè xn(t) (ñëåâà) è ïîòî÷å÷íûé ïðåäåë ϕ(t) (ñïðàâà)

J Ò.ê. ∀n : |xn(t)| ≤ 1, òî |xn−xm| ≤ |xn|+ |xm| ≤ 2, îòêóäà (äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì,
÷òî m < n):

µp(xn;xm) =

1∫
−1

|xn − xm|pdt ≤

1
m∫

− 1
m

|xn − xm|pdt ≤
2p+1

m
→ 0

Â òî æå âðåìÿ, ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå èìååò ïðåäåëà â ïðîñòðàíñòâå L̃p[−1;1].

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x(t) � ýòî ïðåäåë ðàññìàòðèâàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â L̃p[−;1], òî

x(t) äîëæíà áûòü íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [−1; 1]. Çàìåòèì, ÷òî íàøà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõî-
äèòñÿ â îáû÷íîì ñìûñëå â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà [−1; 1], çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè x = 0, ê
ôóíêöèè (ðèñ.1.1 ñïðàâà)

ϕ(t) =

{
−1, −1 ≤ t < 0
+1, 0 < t ≤ 1

.
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Ïîëîæèì g(t) = |x(t)−ϕ(t)|. Òàê îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà è íåîòðèöàòåëüíà âî âñåõ
òî÷êàõ îòðåçêà [−1; 1], çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè x = 0, â êîòîðîé îíà íå îïðåäåëåíà. Ðàññìîòðèì

1∫
−1

g(t)dt =

0∫
−1

g(t)dt+

1∫
0

g(t)dt = 0.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè è íåîòðèöàòåëüíîñòè g(t) íà êàæäîì èç ïîëóïðîìåæóòêîâ [−1; 0) è (0; 1]
çàêëþ÷àåì, ÷òî

0∫
−1

g(t)dt =

1∫
0

g(t)dt = 0,

à, ñëåäîâàòåëüíî, g(t) ≡ 0 íà ýòèõ ïîëóïðîìåæóòêàõ. Îòñþäà x(t) ≡ ϕ(t) âî âñåõ òî÷êàõ
îòðåçêà [−1; 1], çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè 0. Íî òàêàÿ ôóíêöèÿ x(t) íå ìîæåò áûòü íåïðåðûâíîé
â íóëå, ò.ê.

lim
t→x0−

x(t) = lim
t→x0−

ϕ(t) = −1, lim
t→x0+

x(t) = lim
t→x0+

ϕ(t) = +1,

÷åì äîêàçàòåëüñòâî è çàâåðøàåòñÿ.I

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ
ìîæíî îïðåäåëÿòü ðàçëè÷íûå ìåòðèêè, ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì ðàçëè÷íûå ìåò-
ðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ýòà ðàçíèöà ìîæåò ñêàçûâàòüñÿ íà ñâîéñòâàõ ñõî-
äÿùèõñÿ è ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ôóíäàìåíòàëüíàÿ (ñõîäÿùàÿñÿ) â îäíîé èç ìåòðèê, íå
áóäåò òàêîâîé â äðóãîé ìåòðèêå.

Íî íå èñêëþ÷åíî, ÷òî äâå ðàçëè÷íûå ìåòðèêè, îïðåäåëåííûå íà îäíîì
è òîì æå ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ëþáàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü, ôóíäàìåíòàëüíàÿ (ñõîäÿùàÿñÿ) â îäíîé èç ìåòðèê, áóäåò
ôóíäàìåíòàëüíîé (ñõîäÿùåéñÿ) è â äðóãîé. Òàêèå ìåòðèêè áóäåì íàçûâàòü
ýêâèâàëåíòíûìè.
Òåîðåìà. Ìåòðèêè µ1 è µ2, îïðåäåëåííûå íà îäíîì è òîì æå ìíîæå-

ñòâå X, ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ïîëî-
æèòåëüíûå ÷èñëà 0 < γ1 < γ2 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî:

γ1 · µ1(x, y) ≤ µ2(x, y) ≤ γ2 · µ1(x, y).

Òàê, íàïðèìåð, íà ìíîæåñòâå X = R2 ìåòðèêè

µ1(x, y) =
√
|x1 − y1|2 + |x2 − y2|2 µ2(x, y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|.

ýêâèâàëåíòíû, ïîñêîëüêó äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

1 · µ1(x, y) ≤ µ2(x, y) ≤
√

2 · µ1(x, y)
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J Äëÿ ìåòðèêè µ2(x, y), èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî çàêëþ÷àåì

µ2
2(x, y) = (|x1 − y1|+ |x2 − y2|)2 ≤ 2(|x1 − y1|2 + |x2 − y2|2) = 2µ2

1(x, y),

îòêóäà ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà. Ëåâàÿ ÷àñòü ñëåäóåò èç î÷åâèäíûõ âûêëàäîê:

µ2
2(x, y) = (|x1 − y1|+ |x2 − y2|)2 = |x1 − y1|2 + |x2 − y2|2 + 2|x1 − y1||x2 − y2| ≥

≥ |x1 − y1|2 + |x2 − y2|2. I

Ïðèìåð íåýêâèâàëåíòíûõ ìåòðèê äàåò íàì ÷åáûø¼âñêàÿ ìåòðèêà µ1(x, y) = max |x − y| è

Lp-ìåòðèêà µ2(x, y) =

(
1∫
−1

|x(t)− y(t)|pdt

) 1
p

íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå

[−1; 1],

J Ïóñòü xn(t) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, ðàññìîòðåííàÿ âûøå (ïðèìåð III íàñòîÿùåãî

ðàçäåëà). Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êàê òàì áûëî ïîêàçàíî, ôóíäàìåíòàëüíà â L̃p[−1;1]. Â òî

æå âðåìÿ, max |xn − xm| = |1 − m

n
| è ñ ðîñòîì m,n ýòà âåëè÷èíà íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ò.å.,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn(t) ôóíäàìåíòàëüíîé â ÷åáûø¼âñêîé ìåòðèêå íå ÿâëÿåòñÿ. I

Èçîìåòðèÿ. Ïîïîëíåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ôóíäàìåíòàëüíûå,
íî íå ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íàçûâàþòñÿ íåïîëíûìè. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, åñëè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå êàæäàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, îíî íàçûâàåòñÿ ïîëíûì.

Íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâî C[a;b] ïðèìåðà V èç ðàçäåëà 1.2.1 � ïîëíîå.

J Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü xn(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ â C[a;b] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

max |xn(t)− xm(t)| → 0,∀n > m→∞.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn(t) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà îòðåç-

êå [a; b]. Èç êóðñà àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðå-

ðûâíûõ ôóíêöèé ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè íåïðåðûâíîé, îòêóäà è ñëåäóåò ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâà

C[a;b].I
Â òî æå âðåìÿ, ïðîñòðàíñòâà L̃p[a;b], p ≥ 1 � íåïîëíûå, êàê ñâèäåòåëü-

ñòâóåò ïðèìåð III, ðàññìîòðåííûé âûøå.

Îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñÿêîå íåïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
âñåãäà ìîæíî ïîïîëíèòü.

Ïóñòü (M1, µ1) è (M2, µ2) � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, è ïóñòü óñòà-
íîâëåíî âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå f : M1 ↔ M2 ìåæäó ýëåìåíòà-
ìè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ òàê, ÷òî åñëè y1 = f(x1), y2 = f(x2) òî µ1(x1, x2) =
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µ2(y1, y2) ∀x1, x2 ∈ M1. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàí-
ñòâà èçîìåòðè÷íû.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåòðèêè òàêèå ïðîñòðàíñòâà íåðàçëè÷èìû � âñÿêîå
óòâåðæäåíèå î ðàññòîÿíèÿõ â îäíîì èç ïðîñòðàíñòâ èìååò èäåíòè÷íûé àíà-
ëîã â äðóãîì. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. (Î ïîïîëíåíèè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.)

Ïóñòü (M,µ) � íåïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ñóùåñòâóåò ïîë-
íîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (M, µM) òàêîå, ÷òî âñþäó ïëîòíîå â íåì
ïîäïðîñòðàíñòâî (M̃, µM) èçîìåòðè÷íî èñõîäíîìó ïðîñòðàíñòâó (M,µ).

Ïðîñòðàíñòâî (M, µM) íàçûâàåòñÿ ïîïîëíåíèåì ïðîñòðàíñòâà (M,µ).

Â óïîìÿíóòîì âûøå ñìûñëå (ò.å., åñëè íå ðàçëè÷àòü èçîìåòðè÷íûå ïîä-
ïðîñòðàíñòâà), ïîïîëíåíèå ñîäåðæèò ïðîñòðàíñòâî (M,µ) â êà÷åñòâå âñþäó
ïëîòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.
J Åñëè íå îñòàíàâëèâàòüñÿ íà òåõíè÷åñêèõ ïîäðîáíîñòÿõ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû

(íàïðèìåð,[3] èëè [5]), òî èäåéíî ïðîöåäóðà ïîïîëíåíèÿ ñîñòîèò â äîáàâëåíèè ê íåïîëíîìó
ïðîñòðàíñòâó íåêîòîðûõ èäåàëüíûõ, â íåì îòñóòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå çàïîëíÿþò èìå-
þùèåñÿ â íåïîëíîì ïðîñòðàíñòâå "äûðû".

Ïîäðîáíåå, íàçîâåì äâå ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn), (yn) ∈M ýêâèâàëåíò-
íûìè, åñëè lim(xn − yn) = 0. Ïðè ýòîì ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ.

Åñëè ñðåäè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, âõîäÿùèõ â äàííûé êëàññ, åñòü ñõîäÿùàÿñÿ, òî âñå ïðî-
÷èå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç ýòîãî êëàññà òàêæå ñõîäÿòñÿ, ïðè÷åì ê îäíîìó è òîìó æå ýëåìåíòó
ïðîñòðàíñòâà (M,µ), ñêàæåì x0. Â ÷àñòíîñòè, â ýòîì êëàññå åñòü (åäèíñòâåííàÿ!) ñòàöèîíàð-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x0, x0, . . . , x0, . . ., êîòîðàÿ ìîæåò ñëóæèòü "ìåòêîé" ðàññìàòðèâàåìîãî
êëàññà..

Åñëè æå õîòÿ áû îäíà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, âõîäÿùèõ â äàííûé êëàññ, íå ñõîäèòñÿ, òî è
âñå ïðî÷èå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç ýòîãî êëàññà íå ñõîäÿòñÿ, è â êà÷åñòâå "ìåòêè" ýòîãî êëàññà
âîçüìåì ëþáóþ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â íåãî âõîäÿùèõ.

Ýëåìåíòàìè ïîïîëíåíèÿ, î êîòîðîì èäåò ðå÷ü â òåîðåìå, áóäóò "ìåòêè" êëàññîâ ôóíäà-

ìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïðè ýòîì ðîëü ïîäïðîñòðàíñòâà, èçîìåòðè÷íîãî èñõîäíîìó,

áóäåò èãðàòü ñîâîêóïíîñòü "ìåòîê" êëàññîâ ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. I

Îòìåòèì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî ïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîëíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà îíî çàìêíóòî. Â ïðîñòðàíñòâàõ Rn è Cn ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïîëíî. Â ïðîñòðàíñòâàõ

C[a;b], L
p
[a;b], l

p ýòî óæå íå òàê, êàê ïîêàçûâàåò àíàëèç ïðèâåäåííûõ âûøå17 ïðèìåðîâ.

Çàêàí÷èâàÿ îáñóæäåíèå ïîíÿòèÿ ïîëíîòû, ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùèé
êðèòåðèé ïîëíîòû ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà:

Òåîðåìà [5] (Î âëîæåííûõ øàðàõ).

17Ñì. ñòðàíèöû 19-21.
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Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïîëíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ äðóã â äðóãà çàìêíóòûõ øàðîâ, ðàäèóñû
êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, èìååò õîòÿ áû îäíó îáùóþ òî÷êó.

Êîìïàêòíîñòü â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ

Ïóñòü (M,µ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, (X,µ), X ∈ M � åãî ñîáñòâåí-
íîå ïîäïðîñòðàíñòâî è A � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X. Ïóñòü,
äàëåå, ìíîæåñòâî A îòêðûòî â (X,µ). Áóäåò ëè îíî îòêðûòûì â (M,µ)?
Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð, íå îáÿçàòåëüíî.

Âîçüìåì â êà÷åñòâå (M,µ) ïëîñêîñòü R2 ñ êâàäðàòè÷íîé ìåòðèêîé, â êà÷åñòâå X � îñü OX

íà ýòîé ïëîñêîñòè, â êà÷åñòâå A � ïðîèçâîëüíûé èíòåðâàë (a; b) íà ýòîé îñè. Î÷åâèäíî, ÷òî â

X ýòî ìíîæåñòâî îòêðûòî, â òî âðåìÿ êàê â R2 íå ÿâëÿåòñÿ íè îòêðûòûì, íè çàìêíóòûì.

Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâî ìíîæåñòâà áûòü îòêðûòûì çàâèñèò îò ïðî-
ñòðàíñòâà, â êîòîðîì ìû ðàññìàòðèâàåì ýòî ìíîæåñòâî. Ýòî æå ñïðàâåä-
ëèâî è äëÿ ñâîéñòâà çàìêíóòîñòè.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ðàçëè÷íûõ ïðîáëåì â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ
òàêîå ïîëîæåíèå íå î÷åíü óäîáíî è õîòåëîñü áû èìåòü õàðàêòåðèñòèêó
ìíîæåñòâ, ïîäîáíóþ îòêðûòîñòè è/èëè çàìêíóòîñòè, ëèøåííóþ ïîäîáíîãî
íåäîñòàòêà.

Â êà÷åñòâå òàêîé õàðàêòåðèñòèêè îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò ñâîéñòâî êîì-
ïàêòíîñòè ìíîæåñòâà.

Ìíîæåñòâî A â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (M,µ) íàçûâàåòñÿ êîì-
ïàêòíûì, åñëè èç âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}∞1 ∈ A ìîæíî âûäå-
ëèòü ñõîäÿùóþñÿ â A ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Èçâåñòíî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâàõ Rn è Cn ìíîæåñòâî êîìïàêòíî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî. Â ïðîèçâîëüíûõ ìåòðè÷å-
ñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ýòî óæå íå òàê.

• Ðññìîòðèì ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî l2, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, òàêèå, ÷òî ðÿä ñîñòàâëåííûé èç èõ êâàäðàòîâ, ñõîäèòñÿ.
Íàïîìíèì, ÷òî ìåòðèêà â l2 çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì µ(x, y) =

√∑
|xi − yi|2. Ïóñòü

S1
0 = {x ∈ l2 : µ(x; 0) ≤ 1} � çàìêíóòûé øàð ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â íóëå. Ýòî îãðà-

íè÷åííîå è çàìêíóòîå â l2 ìíîæåñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {en, n = 1, 2, . . .}
âåêòîðîâ, ó êîòîðûõ âñå êîìïîíåíòû � íóëè, êðîìå êîìïîíåíòû, ñòîÿùåé íà n-îé ïîçè-
öèè, êîòîðàÿ ðàâíà 1. Â ñèëó µ(en; 0) = 1 âñå en ëåæàò â øàðå S1

0 . Îäíàêî, âûäåëèòü
ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåâîçìîæíî, â ñèëó òî-
ãî, ÷òî ∀m,n µ(en; em) =

√
2 è ýòî ðàññòîÿíèå íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n,m→ +∞.

• Ïóñòü C[0;1] � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [0; 1] ôóíêöèé ñ ÷åáû-
ø¼âñêîé ìåòðèêîé µ(x, y) = max |x − y|. Ïóñòü S1

0 = {x : µ(x, 0) ≤ 1} � åäèíè÷íûé øàð
â C[0;1]. Îí, êàê ëåãêî âèäåòü, îãðàíè÷åí è çàìêíóò.
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Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = sin (2nπt). Ïîñêîëüêó ∀t : | sin (2nπt) | ≤ 1, òî
an ∈ A. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå çíà÷åíèå n è ïóñòü m > n � ïðîèçâîëüíîå. Â ëþáîé
òî÷êå t0 îòðåçêà [0; 1] âûïîëíÿåòñÿ

µ(an; am) ≥ | sin (2nπt0)− sin (2mπt0) |.

Âîçüìåì t0 = 2−n−1. Ïðè ýòîì, äëÿ ôèêñèðîâàííîãî n è m = n+ r + 1 ïîëó÷àåì:

| sin (2nπt0)− sin (2mπt0) | = | sin π
2
− sin 2π| = 1,

îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî íè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ∈ A, íè ëþáàÿ å¼ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñõîäÿùèìèñÿ íå ÿâëÿþòñÿ.

Äëÿ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Åñëè A ⊂ X ⊂M , òî A êîìïàêòíî âM òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíî êîìïàêòíî â X.

2. Åñëè A êîìïàêòíî, òî A îãðàíè÷åíî.

3. Åñëè A êîìïàêòíî, òî A çàìêíóòî.

4. Ëþáîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà � êîì-
ïàêòíî.

Äëÿ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ ñïðàâåäëèâ àíàëîã òåîðåìû î âëîæåííûõ
øàðàõ. À èìåííî, ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Ã. Êàíòîðà.

Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ íåïó-
ñòûõ êîìïàêòîâ èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

Ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâà ïðè ýòîì íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ðàâíî êàê è íå òðå-
áóåòñÿ ÷òîáû äèàìåòðû ìíîæåñòâ ñòÿãèâàëèñü.

Íàðÿäó ñ ìíîæåñòâàìè, ïîíÿòèå êîìïàêòíîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü è äëÿ âñåãî ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà.

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
åãî ýëåìåíòîâ ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî ñåïàðàáåëüíî.

Ïðîñòðàíñòâà Rn, Cn, L̃p[a;b], l
2 íåêîìïàêòíû.

Ïðèìåðîì êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæåò ñëóæèòü ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ýëåìåí-
òàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òî÷êè îòðåçêà [a; b] ñ îáû÷íîé ìåòðèêîé µ(x, y) = |b− a|. Èëè, áîëåå
îáùî, åñëè X ⊂ M êîìïàêò â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (M,µ), òî ïðîñòðàíñòâî (X,µ) �
êîìïàêòíî.

Èñ÷åðïûâàþùåå îïèñàíèå âñåõ êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (íàïðè-
ìåð, [5]).

Òåîðåìà Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿ-

åòñÿ íåïðåðûâíûì îáðàçîì êàíòîðîâà ñîâåðøåííîãî ìíîæåñòâà.
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2.3. Ëèíåéíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

Âàæíóþ ðîëü â àíàëèçå èãðàþò ò.í. ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà. Êîíöåï-
öèÿ ëèíåéíîñòè ïðåäïîëàãàåò âîçìîæíîñòü ïðîèçâîäèòü íàä ýëåìåíòàìè
ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûå îïåðàöèè � ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ÷èñëà, äåé-
ñòâèòåëüíûå èëè êîìïëåêñíûå. Åñëè òàêàÿ âîçìîæíîñòü ïðåäóñìîòðåíà,
òî ãîâîðÿò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî íàäåëåíî ëèíåéíîé ñòðóêòóðîé. Ýëåìåíòû
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþò òî÷êàìè èëè âåêòîðàìè.

Êàê è ìåòðè÷åñêèå, ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà ìîãóò áûòü àáñòðàêòíûìè
è êîíêðåòíûìè. Êîãäà ìû ãîâîðèì îá àáñòðàêòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, íàñ íå
èíòåðåñóåò íè ïðèðîäà ýëåìåíòîâ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ, íè êîíêðåòèçàöèÿ ïðà-
âèë ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèÿ èõ íà ÷èñëà � âàæíî òîëüêî íàëè-
÷èå ýòèõ ïðîöåäóð. Åñëè æå ýëåìåíòû íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà êîíêðåòèçè-
ðîâàíû è äëÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ óêàçàíû êîíêðåòíûå ïðàâèëà ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ íà ÷èñëà, òîãäà ýòî ìíîæåñòâî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåêîòîðàÿ
ðåàëèçàöèÿ àáñòðàêòíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Êîíêðåòíûå ëèíåéíûå
ïðîñòðàíñòâà ìîãóò îáëàäàòü íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè, ïðèñóùèìè òîëüêî
äàííîé ðåàëèçàöèè.

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü L � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Ãîâîðÿò, ÷òî L íàäåëåíî ëèíåéíîé
ñòðóêòóðîé, èëè ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì (âåêòîðíûì) ïðîñòðàíñòâîì, åñëè

I. äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà L îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ �, íà-
çûâàåìàÿ ñëîæåíèåì18:

∀ a, b ∈ L a� b ∈ L.

Ýòà îïåðàöèÿ îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè îáû÷íîãî ñëîæåíèÿ:

1. a� b = b� a � êîììóòàòèâíîñòüþ;

2. (a� b)� c = a� (b� c) � àññîöèàòèâíîñòüþ;

3. â ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé, íåéòðàëüíûé îòíîñèòåëüíî
ñëîæåíèÿ ýëåìåíò }, íàçûâàåìûé íóëåâûì � ∀a ∈ L : a�} = a;

4. ó êàæäîãî ýëåìåíòà a ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïðîòè-
âîïîëîæíûé �a, òàêîé, ÷òî a� (�a) = }.

18Ñëîâà "îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ" îçíà÷àþò, ÷òî ðåçóëüòàò ýòîé îïåðàöèè ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì òîãî æå
ìíîæåñòâà
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Òåì ñàìûì â ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ âû÷èòàíèÿ ýëåìåíòîâ
� äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà a è b îïðåäåëåí ýëåìåíò
a� b = a� (�b).

II. äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà L è ëþáîãî ÷èñëà λ îïðåäåëåíà îïå-
ðàöèÿ �, íàçûâàåìàÿ óìíîæåíèåì íà ÷èñëî:

∀ a ∈ L è ∀ λ ∈ K : λ� a = a� λ ∈ L.

Çäåñü ñèìâîëîì K îáîçíà÷åíî îäíî èç ñòàíäàðòíûõ ìíîæåñòâ � äåéñòâè-
òåëüíûõ (R) èëè êîìïëåêñíûõ (C) ÷èñåë.

Åñëè äîïóñêàåòñÿ óìíîæåíèå íà äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïðîñòðàíñòâî
íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì, åñëè íà êîìïëåêñíûå � êîìïëåêñíûì19. Äëÿ
äàëüíåéøåãî âàæíî, ÷òî â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ êîìïëåêñíûå
ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà.

Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: ∀α, β ∈
K, a, b ∈ L:

1. α(β � a) = (αβ)� a;

2. (α + β)� a = α� a� β � a;

3. α� (a� b) = α� a� α� b;

4. 1� a = a;

5. 0� a = };

6. α�} = }.

Â äàëüíåéøåì âåçäå, ãäå ýòî íå âûçîâåò íåäîðàçóìåíèé, ìû áóäåì âìåñòî
çíà÷êîâ �,�,� è } èñïîëüçîâàòü îáû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ îïåðàöèé ñëîæå-
íèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ íóëåâîãî ýëå-
ìåíòà, ñîîòâåòñòâåííî +,−, ·, 0.

Ïðèìåðû.
I. Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü V1, V2, V3 � ìíîæåñòâà âñåõ ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòî-

ðîâ ñîîòâåòñòâåííî íà ïðÿìîé, íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå.
Îïðåäåëèì ñëîæåíèå âåêòîðîâ îáû÷íûì îáðàçîì � ïðàâèëîì ïàðàëëåëîãðàììà, óìíîæåíèå

íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî � ðàñòÿæåíèåì èëè ñæàòèåì âåêòîðà, ñ èçìåíåíèåì åãî íàïðàâëåíèÿ,

19Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íåçàâèñèìî îò ïðèðîäû ýëåìåíòîâ, îáðàçóþùèõ ïðîñòðàíñòâî, äåéñòâèòåëüíîñòü
èëè êîìïëåêñíîñòü ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿåòñÿ ïðèðîäîé ñêàëÿðîâ, íà êîòîðûå ðàçðåøåíî óìíîæåíèå.
Íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûå ÷èñëà áóäåò äåéñòâèòåëüíûì

ïðîñòðàíñòâîì, åñëè äîïóñêàåòñÿ óìíîæåíèå òîëüêî íà äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.
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åñëè ÷èñëî îòðèöàòåëüíîå. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå òðåáîâàíèÿ, êîòîðûå ïðåäúÿâëÿþòñÿ ê
ëèíåéíûì îïåðàöèÿì íàä ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà çäåñü âûïîëíåíû.

Ðîëü íóëåâîãî ýëåìåíòà èãðàåò íîëü-âåêòîð, ïðîòèâîïîëîæíîãî � âåêòîð ñ ïðîòèâîïîëîæ-
íûì íàïðàâëåíèåì.

Ïðîñòðàíñòâà V1, V2, V3 � äåéñòâèòåëüíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà.

II. Ïðîñòðàíñòâà Rn è Cn, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííûå ñòîëáöû äåéñòâè-
òåëüíûõ èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ ëèíåéíûìè îïåðàöèÿìè, îïðåäåëåííûìè ïîêîîðäèíàòíî,
ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

III. Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Åñëè z = (zi)
n
i=1 ∈ Cn, A = ||aij || � êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà ôîðìàòà m× n, òî ìíîæåñòâî L

ðåøåíèé ñèñòåìû m àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé c n íåèçâåñòíûìè

Az = 0 ⇒


a11z1 + a12z2 + · · ·+ a1nzn = 0
a21z1 + a22z2 + · · ·+ a2nzn = 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · = 0

am1z1 + am2z2 + · · ·+ amnzn = 0

îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

IV. Ïðîñòðàíñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿ îáûêíîâåííîãî ëèíåéíîãî îä-
íîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà n:

L = {x(t) : pn(t)x(n) + pn−1(t)x(n−1) + · · ·+ p1(t)x′ + p0(t)x = 0}.

V. Ïóñòü L � ñîâîêóïíîñòü âåùåñòâåííûõ (êîìïëåêñíûõ) ìàòðèö ôîðìàòà m×n, λ � äåé-
ñòâèòåëüíîå (êîìïëåêñíîå) ÷èñëî. Îáû÷íûì îáðàçîì (ò.å. ïîêîìïîíåíòíî) îïðåäåëÿÿ ñëîæåíèå
ìàòðèö è óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî, ïîëó÷èì ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî,

Íóëåâîé ýëåìåíò çäåñü � ìàòðèöà }, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé íóëè, ïðîòèâîïîëîæíûé � ìàò-
ðèöà −A = ‖ − aij‖m×n

VI. Ðàññìîòðåííûå âûøå (ðàçäåë 1.2.1) ïðîñòðàíñòâà C[a;b], L̃
2
[a;b], L̃[a;b] îáëàäàþò åñòåñòâåí-

íîé ëèíåéíîé ñòðóêòóðîé, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ ôóíêöèé è

óìíîæåíèÿ ôóíêöèé íà ÷èñëî.

Ïóñòü M ⊂ L � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà L.
Åñëè îíî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ââåäåííûõ â L ëèíåéíûõ
îïåðàöèé, (ò.å. åñëè ñóììà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ èç M è ïðîèçâåäåíèå
ëþáîãî ýëåìåíòà èç M íà ÷èñëî (à òåì ñàìûì, íóëåâîé è ïðîòèâîïîëîæ-
íûé ýëåìåíòû) ïðèíàäëåæàò M), òî M íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ïîä-
ïðîñòðàíñòâîì èëè ïðîñòî ïîäïðîñòðàíñòâîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L.
Ëþáîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò íóëåâûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, êîòî-
ðîå ñîñòîèò èç îäíîãî íóëåâîãî ýëåìåíòà. Âñå ïðîñòðàíñòâî òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ïîäïðîñòðàíñòâîì. Ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ íåñîáñòâåííûìè.
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Åñëè ó ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò îòëè÷íîå îò íåãî ïîäïðîñòðàíñòâî, ñî-
äåðæàùåå ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò, òî òàêîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì.

Ïðèìåðû
I. Åñëè L � êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, à x0 6= 0, òî ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ

M = {x ∈ L : x = λx0, λ ∈ C} îáðàçóåò ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà L. Îíî íàçûâàåòñÿ
ïðÿìîé ëèíèåé â L.

II. Åñëè a1, a2, . . . , ar � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L, òî ñîâîêóïíîñòü

ýëåìåíòîâ M = {x ∈ L : x =

r∑
1

λiai, λi ∈ C} îáðàçóåò ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà L.

III. Â ïðîñòðàíñòâå C[a;b] íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a; b] êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, ñ
îáû÷íûì îáðàçîì îïðåäåëåííûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî λ ∈ C, ìíîãî-
÷ëåíû îáðàçóþò ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ìû åãî îáîçíà÷àåì P.

IV. Â ïðîñòðàíñòâå P ìíîãî÷ëåíîâ íà îòðåçêå [a; b] ìíîãî÷ëåíû, ñòåïåíü êîòîðûõ íå ïðå-
âîñõîäèò çàäàííîé, îáðàçóþò ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî20. Ìû åãî îáîçíà÷àåì Pn.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå L1

⋂
L2 ïîäïðîñòðàíñòâ Li ⊂

L, i = 1, 2 ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà L, à òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííàÿ ñóììà � âîîáùå ãîâîðÿ, íåò. Îäíàêî, åñëè L1 ⊂ L2 èëè
L2 ⊂ L1, òî â ýòîì ñëó÷àå L1

⋃
L2 � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà L.

Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü. Ðàçìåðíîñòü

Åñëè a1, a2, . . . , ak � íåêîòîðûå ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà L, à λ1, λ2, . . . , λk
� íåêîòîðûå21 ÷èñëà, òî âûðàæåíèå

λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λkak

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýëåìåíòîâ a1, a2, . . . , ak.

Ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ñîâîêóïíîñòè (ìîæåò áûòü è áåñêîíå÷íîé) âåêòîðîâ
{aα, α ∈ I} íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé
ýòèõ âåêòîðîâ:

L[aα] = {x ∈ L : x = λ1aα1
+ λ2aα2

+ · · ·+ λkaαk, k ∈ N, λi ∈ K},

ãäå K îäíî èç äîïóñêàåìûõ ìíîæåñòâ êîíñòàíò � R èëè C.
Åñëè ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà îáðàçîâàíà âåêòîðàìè as, s ∈ S, òî ãîâîðÿò,

÷òî îíà íàòÿíóòà íà ýòè âåêòîðû.

Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà L.

20Ïîëåçíî îòìåòèòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ, ñòåïåíü êîòîðûõ ðàâíà n, ïîäïðîñòðàíñòâà íå
îáðàçóþò.

21Äîïóñêàåìûå â êà÷åñòâå ìíîæèòåëåé â ïðîñòðàíñòâå L, ò.å. ëèáî äåéñòâèòåëüíûå, â ñëó÷àå äåé-
ñòâèòåëüíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, ëèáî êîìïëåêñíûå, â ñëó÷àå êîìïëåêñíîãî
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Ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà a1, a2, . . . , ak íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè,
åñëè ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç íèõ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèåé ïðî÷èõ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòè ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî
íåçàâèñèìûìè.

Áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ëè-
íåéíî íåçàâèñèìîé, åñëè ëþáàÿ å¼ êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìà.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî âñÿêàÿ ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ, ñðåäè êîòîðûõ åñòü íó-
ëåâîé ýëåìåíò, ëèíåéíî çàâèñèìà � äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü íóëåâîé ýëå-
ìåíò êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñ íóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè íåíó-
ëåâûõ ýëåìåíòàõ. Ïàðà âåêòîðîâ a, b ëèíåéíî çàâèñèìà, åñëè ýòè âåêòîðû
ïðîïîðöèîíàëüíû: a = λb.

Óäîáíûì êðèòåðèåì ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå:

Ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ a1, a2, . . . , ak ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåé-
íî íåçàâèñèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç ðàâåíñòâà

λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λkak = }

ñëåäóåò, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû λi = 0, i=1,2,. . . ,k.
Îòñþäà:
Ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ a1, a2, . . . , ak ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåé-

íî çàâèñèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íóëåâàÿ ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ

λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λkak = }

ãäå õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ λi 6= 0.
Ïóñòü n ∈ N � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Åñëè â ïðîñòðàíñòâå L

íàéäåòñÿ n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ, à ëþáûå n + 1 � ëèíåéíî
çàâèñèìû, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî L èìååò ðàçìåðíîñòü n. Ýòîò ôàêò
çàïèñûâàåòñÿ òàê: dimL = n.

Åñëè æå äëÿ ëþáîãî n â ïðîñòðàíñòâå íàéäåòñÿ n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ýëåìåíòîâ, òî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò áåñêîíå÷íîìåðíûì.

Ðàçìåðíîñòü ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà íå ïðåâîñõîäèò ðàçìåðíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà. Ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé îáîëî÷êè íå ïðåâîñõîäèò êîëè÷åñòâà âåê-
òîðîâ, íà êîòîðûå íàòÿíóòà ýòà îáîëî÷êà. Òî÷íåå, ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé
îáîëî÷êè ðàâíà êîëè÷åñòâó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, ñðåäè òåõ, íà
êîòîðûå íàòÿíóòà îáîëî÷êà.

ÅñëèM � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà L, h� íåêîòîðûé âåêòîð ýòîãî
ïðîñòðàíñòâà, òî ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ Mh = M + h = {x ∈ L : x =
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a + h, a ∈ M} íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì èëè ëèíåàëîì.
Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè h ∈M , òîMh = M .

Áàçèñ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü L � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, dimL = n. Âûáåðåì
êàêóþ-íèáóäü ñèñòåìó n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ e1, e2, . . . , en ýòîãî
ïðîñòðàíñòâà è ïðèñîåäèíèì ê íèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð a ∈ L.

Îí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ ei, i =
1, 2, . . . , n:

a = a1e1 + a2e2 + · · ·+ anen,

ãäå ai � íåêîòîðûå ÷èñëà.
J Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ñèñòåìà âåêòîðîâ e1, . . . , en, a � ëèíåéíî çàâèñèìà, òî ñóùå-

ñòâóþò ÷èñëà λ1, . . . , λn, α òàêèå, ÷òî

λ1e1 + · · ·+ λnen + αa = 0. (∗)

Ïîñòîÿííàÿ α 6= 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåêòîðû ei � ëèíåéíî çàâèñèìû. Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè

ñîîòíîøåíèÿ (*) íà α 6= 0 è îáîçíà÷èâ ai = −λi
α
, i = 1, 2, . . . , n, óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè

óòâåðæäåíèÿ. I

Ëþáîé íàáîð èç n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ áàçèñîì
ïðîñòðàíñòâà L, à ÷èñëà ai � êîîðäèíàòàìè âåêòîðà a â ýòîì áàçèñå.

Â ëþáîì êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå åñòü ïî êðàéíåé ìåðå îäèí áà-
çèñ.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Â êîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàçëè÷-
íûõ áàçèñîâ. Âñå îíè ñîñòîÿò èç îäèíàêîâîãî (ðàâíîãî ðàçìåðíîñòè
ïðîñòðàíñòâà) ÷èñëà âåêòîðîâ.

2. Â ôèêñèðîâàííîì áàçèñå êîîðäèíàòû âåêòîðà îïðåäåëåíû åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì.

Â ðàçíûõ áàçèñàõ ó îäíîãî è òîãî æå âåêòîðà áóäóò ðàçíûå êîîðäè-
íàòû.

3. Ó íóëåâîãî âåêòîðà âñå êîîðäèíàòû íóëè.

4. Ó âåêòîðà −a, ïðîòèâîïîëîæíîãî âåêòîðó a, êîîðäèíàòû ïðîòèâî-
ïîëîæíû êîîðäèíàòàì âåêòîðà a.
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5. Åñëè áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå L ôèêñèðîâàí, òî âñå ëèíåéíûå îïåðàöèè
íàä âåêòîðàìè, çàäàííûìè ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â ýòîì áàçèñå, îñó-
ùåñòâëÿþòñÿ ïîêîîðäèíàòíî, ò.å êîîðäèíàòû âåêòîðà, ÿâëÿþùåãî-
ñÿ ñóììîé âåêòîðîâ, ðàâíû ñóììå ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò ñëà-
ãàåìûõ, à êîîðäèíàòû ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî � ïðîèçâåäåíèþ
÷èñëà íà êîîðäèíàòû ýòîãî âåêòîðà.

Èçîìîðôèçì

Êàê è â ñëó÷àå ñ ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè, ãäå ïîíÿòèå èçîìåòðèè
ïîçâîëÿåò íå ðàçëè÷àòü òîæäåñòâåííûå ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòðóêòóðû (â ýòîì
ñëó÷àå � ìåòðè÷åñêîé) ïðîñòðàíñòâà, ïîíÿòèå èçîìîðôèçìà äàåò âîçìîæ-
íîñòü íå ðàçëè÷àòü ïðîñòðàíñòâà, òîæäåñòâåííûå ñ òî÷êè çðåíèÿ ëèíåéíîé
ñòðóêòóðû.

Òî÷íåå, åñëè L1 è L2 � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, ìåæäó ýëåìåíòàìè êî-
òîðûõ óñòàíîâëåíî âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

∀x ∈ L1 ∃!y ∈ L2 : y = f(x), ∀y ∈ L2 ∃x = f−1(y),

ïðè êîòîðîì f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2) è f(λx) = λf(x), òî òàêèå ïðî-
ñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè.

Ïðè èçîìîðôèçìå íóëåâîé ýëåìåíò }1 ïðîñòðàíñòâà L1 ïåðåõîäèò â íó-
ëåâîé ýëåìåíò }2 ∈ L2 : f(}1) = }2, à ïðîòèâîïîëîæíûé � â ïðîòèâîïî-
ëîæíûé: f(−x) = −f(x) = −y, ëèíåéíî çàâèñèìûå âåêòîðû � â ëèíåéíî
çàâèñèìûå, à ëèíåéíî íåçàâèñèìûå � â ëèíåéíî íåçàâèñèìûå.

Âñÿêèå óòâåðæäåíèÿ, ñâÿçàííûå ñî ñâîéñòâàìè îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî, èäåíòè÷íû â èçîìîðôíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå:

Êîíå÷íîìåðíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ó íèõ îäèíàêîâàÿ ðàçìåðíîñòü.

Òåì ñàìûì, äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ n ∈ N ìîæíî óêàçàòü íåêîòîðîå êà-
íîíè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ÿâëÿþùååñÿ ïðåäñòàâèòåëåì âñåõ ëèíåéíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ â ýòîé ðàçìåðíîñòè. Â êà÷åñòâå êàíîíè÷åñêîãî ìîæåò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíî ëþáîå ïðîñòðàíñòâî äàííîé ðàçìåðíîñòè. ×àùå âñåãî â êà÷å-
ñòâå êàíîíè÷åñêèõ èñïîëüçóþòñÿ ò.í. "êîîðäèíàòíûå" ïðîñòðàíñòâà Rn è
Cn.

Êîîðäèíàòíûå ïðîñòðàíñòâà. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Cn, ýëåìåíòû êîòîðîãî âñåâîç-
ìîæíûå óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû ñòîëáöîâ n êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, Ïóñòü λ ∈ C � êîìïëåêñíîå
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÷èñëî Åñëè u, v � ïàðà òàêèõ ñòîëáöîâ, òî ïîëîæèì

u =


u1

u2

· · ·
un

 , v =


v1

v2

· · ·
vn

 , u+ v =


u1 + v1

u2 + v2

· · ·+ · · ·
un + vn

 , λu =


λu1

λu2

· · ·
λun


Íóëåâûì âåêòîðîì çäåñü áóäåò âåêòîð }, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî íóëè, à âåêòîðîì, ïðî-

òèâîïîëîæíûì ê âåêòîðó u = (ui)
n
i=1, âåêòîð −u = (−ui)ni=1.

Ýòî � êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Åãî ðàçìåðíîñòü � dimCn = n.

Åñëè Ln � ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n, òî, êàê áûëî
îòìå÷åíî âûøå, âñÿêèé âåêòîð ýòîãî ïðîñòðàíñòâà åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì ñâîèìè
êîîðäèíàòàìè:

∀u ∈ Cn : u = u1e1 + u2e2 + · · ·+ unen ⇒ u =


u1

u2

· · ·
un

 .

Êàêîâà áû íè áûëà ïðèðîäà ïðîñòðàíñòâà Ln, ñòîëáåö êîîðäèíàò � âåêòîð èç Cn.
Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå ïðîñòðàíñòâî Ln èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó Cn. Äîñòàòî÷íî êàæäîìó

âåêòîðó u ∈ Ln ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ñòîëáåö åãî êîîðäèíàò â íåêîòîðîì (ôèêñèðîâàííîì)
áàçèñå. Èìåííî ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî Cn íîñèò íàçâàíèå êîîðäèíàòíîãî.

Àíàëîãè÷íî îáñòîèò äåëî è ñ äåéñòâèòåëüíûì êîîðäèíàòíûì ïðîñòðàíñòâîì � Rn, ýëåìåí-
òû êîòîðîãî óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è ãäå äîïóñòèìî óìíîæåíèå íà
äåéñòâèòåëüíûå æå ÷èñëà. Âñÿêîå äåéñòâèòåëüíîå n-ìåðíîå ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
Ln èçîìîðôíî Rn.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë Cn äîïóñòèòü óìíîæåíèå òîëüêî íà

äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, òî ýòî ìíîæåñòâî áóäåò äåéñòâèòåëüíûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì è

åãî ðàçìåðíîñòü â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ðàâíà 2n.

Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî ñëîæíåå.

Áàçèñîì Ãàìåëÿ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Γ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòî-
ðîâ ïðîñòðàíñòâà L òàêèõ, ÷òî ëþáîé âåêòîð ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòà-
âèì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè êîíå÷íîãî ÷èñëà âåêòîðîâ èç Γ:
∀ a ∈ L ∃r ∈ N è ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû e1, e2, . . . , er ∈ Γ òàêèå,
÷òî

a = a1e1 + a2e2 + · · ·+ arer.

Èçâåñòíî, ÷òî áàçèñ Ãàìåëÿ ñóùåñòâóåò â ëþáîì áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Ëþáûå äâà áàçèñà Ãàìåëÿ â îäíîì è òîì æå áåñêîíå÷íîìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå ðàâíîìîùíû. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî äàåò îñíîâàíèå
äëÿ óòî÷íåíèÿ ïîíÿòèÿ ðàçìåðíîñòè ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà � ðàçìåðíî-
ñòüþ22 ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ìîùíîñòü áàçèñà Ãàìåëÿ.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

22Ýòó ðàçìåðíîñòü åùå íàçûâàþò àëãåáðàè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ
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Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ
áàçèñû Ãàìåëÿ ðàâíîìîùíû.

Â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ðàçìåðíîñòü, êàê ìàêñèìàëüíî âîç-
ìîæíîå êîëè÷åñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, è àëãåáðàè÷åñêàÿ ðàç-
ìåðíîñòü, ñîâïàäàþò. Áàçèñ êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâ-
ëÿåòñÿ áàçèñîì Ãàìåëÿ.

Ïðèìåðîì áàçèñà Ãàìåëÿ â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò ñëó-
æèòü ñèñòåìà ñòåïåíåé â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ P .

Íàëè÷èå áàçèñà â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîçâîëÿåò óíèôèöèðî-
âàòü ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè, ñâîäÿ èõ ê îïåðàöèÿì íàä êîîð-
äèíàòàìè, ò.å. � íàä ÷èñëàìè. Â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå ñèòóàöèÿ ôîð-
ìàëüíî òàêàÿ æå. Îäíàêî, ó êàæäîãî âåêòîðà a ñâîè íàáîðû êîîðäèíàòíûõ
ñèñòåì {ei}ri=1, òàêèå, ÷òî ei = ei(a), r = r(a), à ýòî çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò
êîîðäèíàòíóþ èíòåðïðåòàöèþ îïåðàöèé.

Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ áîëåå åñòåñòâåííûì àíàëîãîì êîíå÷íîìåðíîãî áà-
çèñà äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñëóæèò áàçèñ Øàóäåðà.23

Áàçèñîì Øàóäåðà íàçûâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ en, n = 1, 2, . . ., òàêèõ, ÷òî âñÿêèé âåêòîð ïðîñòðàí-
ñòâà L ïðåäñòàâèì åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîé
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ en, n = 1, 2, . . .:

a = a1e1 + a2e2 + · · ·+ anen + · · · . (1.2.6)

Ïîñêîëüêó ïîíÿòèå ñ÷åòíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè òðåáóåò óòî÷íåíèÿ24, ìû
âåðíåìñÿ ê íåìó íåñêîëüêî ïîçäíåå.

Äîëãîå âðåìÿ áûëî íåèçâåñòíî, â ëþáîì ëè áåñêîíå÷íîìåðíîì ñåïàðà-
áåëüíîì25 ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò áàçèñ Øàóäåðà. Â 1972 ãîäó øâåäñêèé
ìàòåìàòèê Ïåð Ýíôëî ïîëó÷èë îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ. Îí
ïîñòðîèë ïðèìåð ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì áàçèñ Øàóäåðà
íå ñóùåñòâóåò.

Âî âñåõ, øèðîêî èñïîëüçóþùèõñÿ â ïðèëîæåíèÿõ ïðîñòðàíñòâàõ, áàçèñ
Øàóäåðà åñòü, õîòÿ íå âñåãäà ýòî ïðîñòî óñòàíîâèòü. Äëÿ äàëüíåéøåãî âàæ-
íî, ÷òî â èñïîëüçóåìûõ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ñåïàðàáåëüíûõ ãèëüáåðòîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ, áàçèñ Øàóäåðà âñåãäà ñóùåñòâóåò.

23Èíîãäà åãî íàçûâàþò áàçèñ Áàíàõà-Øàóäåðà.
24Ôàêòè÷åñêè çäåñü ðå÷ü èäåò î ñõîäèìîñòè ðÿäà (1.2.6), îäíàêî îòñóòñòâèå ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû

íå ïîçâîëÿåò çäåñü îáñóæäàòü ýòîò âîïðîñ.
25Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå åñòü áàçèñ Øàóäåðà, òî ýòî ïðîñòðàíñòâî ñåïà-

ðàáåëüíî.
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2.4. Ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà

Äëÿ òîãî, ÷òîáû â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ìîæíî áûëî ðàçâèâàòü àíà-
ëèç (ò.å. ââîäèòü ïîíÿòèÿ áëèçîñòè, ñõîäèìîñòè, íåïðåðûâíîñòè, ñóììèðî-
âàòü ðÿäû è ò.ä.) íåîáõîäèìî íàäåëèòü ïðîñòðàíñòâî ìåòðè÷åñêîé ñòðóê-
òóðîé. Óäîáíåå âñåãî ýòî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ åñòåñòâåííîãî äëÿ ëèíåéíûõ
ïðîñòðàíñòâ ïîíÿòèÿ íîðìû.

Ïóñòü L � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

Íîðìîé ýëåìåíòà x ∈ L íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, îáîçíà÷àåìîå
‖x‖, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

1. ∀x ∈ L : ‖x‖ ≥ 0, ïðè ýòîì ‖x‖ = 0 ⇔ x = };

2. ∀x ∈ L,∀λ ∈ C : ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖;

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ââåäåíà íîðìà, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì
íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñîîòíîøåíèå

µ(x; y) = ‖x− y‖

îïðåäåëÿåò â ïðîñòðàíñòâå L ìåòðèêó � âñå òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ê
ìåòðèêå âûïîëíåíû è, òåì ñàìûì, ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî
ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, ìåòðèêà â êîòîðîì ñîãëàñîâàíà ñ
íîðìîé.

ßñíî, êàê îïðåäåëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ øàðà, îêðåñòíîñòè òî÷êè, à ñ íèìè è
ïîíÿòèÿ ïðåäåëà, ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëíîòû, ïëîòíî-
ñòè è ò.ä.

Ïîëíîå ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ áàíàõîâûì.

Âñÿêîå êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî � áàíà-
õîâî.

Äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ýòî íå òàê. Îäíàêî, íåïîëíîå íîð-
ìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî âñåãäà ìîæíî ïîïîëíèòü, ÷òî ñëåäóåò èç òåîðåìû
î ïîïîëíåíèè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Âàæíûì äëÿ ïðèëîæåíèé êëàññîì áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà Ëå-

áåãà, ÿâëÿþùèåñÿ ïîïîëíåíèåì ðàññìîòðåííûõ âûøå íåïîëíûõ ïðîñòðàíñòâ L̃p[a;b], p ≥ 1 îò-
íîñèòåëüíî ââåäåííîé â íèõ ìåòðèêè.
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Ïóñòü L̃p[a;b], p ≥ 1 � ñîâîêóïíîñòü íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a; b] êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíê-
öèé ñ åñòåñòâåííî îïðåäåëåííûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî è íîðìîé.
çàäàâàåìîé ñîîòíîøåíèåì

‖x‖ =
p

√√√√√ b∫
a

|x(t)|pdt, p ≥ 1.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ òàê çàäàííîé íîðìû âûïîëíÿþòñÿ âñå òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå
ê íîðìå. Â ïðîâåðêå íóæäàåòñÿ ëèøü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, êîòîðîå â äàííîé ñèòóàöèè
ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì Ìèíêîâñêîãî äëÿ èíòåãðàëîâ è ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðîãî áûëà óñòà-
íîâëåíà âûøå (ñì. ðàçäåë 1.2.1, ïðèìåð VI).

 b∫
a

|x(t) + y(t)|pdt


1
p

≤

 b∫
a

|x(t)|pdt


1
p

+

 b∫
a

|y(t)|pdt


1
p

.

Òàê îïðåäåëåííàÿ íîðìà ñîãëàñóåòñÿ ñ Lp-ìåòðèêîé µ(x, y) = ‖x− y‖.
Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî L̃p[a;b] íåïîëíî, êàê óæå áûëî óñòàíîâëåíî âûøå. Åãî ïîïîë-

íåíèå, ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü êîòîðîãî (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) ãàðàíòèðóåò
òåîðåìà î ïîïîëíåíèè � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ Lp[a;b] è íàçûâàåòñÿ ïðî-
ñòðàíñòâîì Ëåáåãà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â îòëè÷èå, íàïðèìåð, îò ïðîñòðàíñòâà C[a;b] èëè

îò ïðîñòðàíñòâ L̃p[a;b], â êîòîðûõ ýëåìåíòàìè áûëè ôóíêöèè, ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâ Ëåáåãà
� êëàññû ôóíêöèé. Ïðåäñòàâèòåëÿìè ýòèõ êëàññîâ ñëóæàò èçìåðèìûå ôóíêöèè, èíòåãðèðóå-
ìûå ñ p-îé ñòåïåíüþ è ñîâïàäàþùèå ïî÷òè âî âñåõ òî÷êàõ îòðåçêà, çà èñêëþ÷åíèåì ìíîæåñòâ
ëåáåãîâîé ìåðû íóëü, Êàê è âûøå, ïëîòíîñòü ñîâîêóïíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè îáåñïå÷èâàåò ñåïàðàáåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâ Ëåáåãà. Âñå ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà
� áåñêîíå÷íîìåðíû è îáëàäàþò áàçèñîì Ãàìåëÿ, ìîùíîñòü êîòîðîãî êîíòèíóóì.

Ñõîäèìîñòü â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ íàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòüþ â ñðåäíåì ñî ñòåïåíüþ p. Â

ñëó÷àå p = 2 � ïðîñòî ñõîäèìîñòüþ â ñðåäíåì.

Â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ àëãåáðàè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà, îáÿ-
çàòåëüíî çàìêíóòû ìåòðè÷åñêè, ò.å. îòíîñèòåëüíî ñõîäèìîñòè ïî íîðìå.

Â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ýòî óæå íå îáÿçàòåëüíî òàê.

Íàïðèìåð, ñîâîêóïíîñòü P ìíîãî÷ëåíîâ â ïðîñòðàíñòâå C[a;b] íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå

ôóíêöèé çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ îïåðàöèé, îäíàêî íåçàìêíóòà îòíîñèòåëüíî ñõî-

äèìîñòè ïî íîðìå. Óæå óïîìèíàâøàÿñÿ âûøå (ïðèìåð II ðàçäåëà 1.1.2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ìíîãî÷ëåíîâ Pn(t) =
n∑
k=0

tk

k! ôóíäàìåíòàëüíà â P ïî íîðìå C[a;b], îäíàêî â P ïðåäåëà íå èìååò.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðèíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå: ïîäïðîñòðàíñòâîì
ëèíåéíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ åãî àëãåáðàè÷åñêîå
ïîäïðîñòðàíñòâî, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà.

Ëèíåéíûå îïåðàöèè â L îêàçûâàþòñÿ íåïðåðûâíûìè îòíîñèòåëüíî ìåò-
ðèêè, ââåäåííîé ñîîòíîøåíèåì µ(x; y) = ‖x− y‖. Ò.å.

åñëè xn → x, yn → y ⇒ (xn + yn)→ x+ y
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è

åñëè λn → λ, xn → x ⇒ λnxn → λx.

Êðîìå òîãî, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ìåòðèêè, íåïðåðûâíîé îêàçûâàåòñÿ è
íîðìà:

åñëè xn → x⇒ ‖xn‖ → ‖x‖.

Ïðèìåðû.
I. Â ïðîñòðàíñòâå C[a;b] ôóíêöèé íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå ñ ÷åáûø¼âñêîé ìåòðèêîé µ(x, y) =

max |x(t)−y(t)|, íîðìà, ñîãëàñîâàííàÿ ñ ìåòðèêîé, îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì: ‖x‖ = max
a≤t≤b

|x(t)|.

Â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû ñòåïåíåé 1, t, t2, . . . , tn . . . ýòî ïðîñòðàíñòâî áåñêî-
íå÷íîìåðíî. C[a;b] � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Ïîëíîòà, êàê óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå (ðàçäåë
1.2.2), ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåïðåðûâíîñòè ïðåäåëà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ íà îòðåçêå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. C[a;b] � ñåïàðàáåëüíîå ïðîñòðàíñòâî. Ñåïàðàáåëüíîñòü
ñëåäóåò èç òåîðåìû Âåéåðøòðàññà, î ðàâíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ìíî-
ãî÷ëåíàìè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè (ðàçäåë 1.2.1).

II. Ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà Cr[a;b] ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè îïðåäåëåííûå íà îòðåçêå [a; b], íåïðå-
ðûâíûå íà ýòîì îòðåçêå è èìåþùèå íà í¼ì r íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ëèíåéíûå îïåðàöèè
îïðåäåëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Íîðìà äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

‖x‖ = max{max
a≤t≤b

|x(t)|, max
a≤t≤b

|x′(t)|, . . . , max
a≤t≤b

|x(r)(t)|}.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíîñòü, ïîëíîòà è ñåïàðà-
áåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâà Cr[a;b].

III. Íàðÿäó ñ ïðîñòðàíñòâàìè Lp[a;b], ðàññìîòðåííûìè âûøå, âàæíûì äëÿ êâàíòîâîé ìåõà-

íèêè ïðèìåðîì áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà, îáîçíà÷àåìûå26îáû÷íî lp.

Ïóñòü p ≥ 1. Ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà lp ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷è-
ñåë x = {xi}∞1 òàêèå, ÷òî ðÿä

∑
|xi|p ñõîäèòñÿ. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä òàêèìè ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòÿìè îïðåäåëÿþòñÿ ïîêîìïîíåíòíî: x + y = {xi + yi}, λx = {λxi}. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ðÿä∑
|xi|p ñõîäèòñÿ, òî è ðÿä

∑
|λxi|p òàêæå ñõîäèòñÿ è åñëè êàæäûé èç ðÿäîâ

∑
|xi|p,

∑
|yi|p

ñõîäèòñÿ, òî â ñèëó íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî äëÿ ðÿäîâ27 ñõîäèòñÿ ðÿä
∑
|xi + yi|p. Ïîýòî-

ìó ëèíåéíûå îïåðàöèè êîððåêòíî îïðåäåëåíû äëÿ ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ÿâëÿþùèõñÿ
âåêòîðàìè ïðîñòðàíñòâà lp.

Íîðìà íà ìíîæåñòâå òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ââîäèòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

‖x‖ =

(
+∞∑
i=1

|xi|p
) 1

p

.

Àêñèîìû íîðìû 1-2 ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ, à íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòó-
àöèè ýòî óæå óïîìèíàâøååñÿ íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî äëÿ ðÿäîâ.

Êàæäîå èç ïðîñòðàíñòâ lp áåñêîíå÷íîìåðíî, ñåïàðàáåëüíî è ïîëíî.

26×èòàåòñÿ � ýëü-ïý-ìàëåíüêîå .
27 (∑

|xi + yi|p
) 1

p ≤
(∑

|xi|p
) 1

p

+
(∑

|yi|p
) 1

p

.

.
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J Áåñêîíå÷íîìåðíîñòü lp ñëåäóåò èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè áåñêîíå÷íîé (ñ÷åòíîé) ñèñòå-
ìû ýëåìåíòîâ, ó êîòîðûõ íà i-òîì ìåñòå ñòîèò 1, à íà âñåõ ïðî÷èõ � íóëè. Ñåïàðàáåëüíîñòü �
èç ïëîòíîñòè ìíîæåñòâà âåêòîðîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû ðàññìîòðèì � ôóíäàìåíòàëüíóþ â lp ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn:

xn = {xn1 , xn2 , · · · , xni , · · · } = {xni }∞i=1, n = 1, 2, . . . .

Âîçüìåì êîîðäèíàòó ñ íîìåðîì k è ðàññìîòðèì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ öåëûõ m,n ðàçíîñòü
|xnk − xmk |. Ïîñêîëüêó p ≥ 1, òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

|xnk − xmk | ≤ |xnk − xmk |p ≤
∑
|xnk − xmk |p = ‖xn − xm‖p.

Èç ôóíäàìåíòàëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m,n
ðàçíîñòü ‖xn − xm‖p íåîãðàíè÷åíî óìåíüøàåòñÿ, à, ñëåäîâàâòåëüíî ∀k : |xnk − xmk | → 0, åñ-
ëè òîëüêî m,n → ∞. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xnk , n = 1, 2, 3, . . .}, à çíà÷èò å¼ ñõîäèìîñòü.

Ïóñòü lim
n→∞

xnk = ak, k = 1, 2, . . .. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ak} ëåæèò â lp, ò.å. å¼
êîìïîíåíòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

∑
|ak|p < +∞. Ðàññìîòðèì∑

k

|ak|p =
∑
k

|ak − xnk + xnk |p.

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ ε > 0, äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷å-
íèém,n è ëþáîãî öåëîãî k ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∑
|xnk−xmk |p ≤ ‖xn−xm‖p < εp. Ïåðåéäåì

â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè m→∞:

lim
m→∞

∑
|xnk − xmk |p =

∑
|xnk − ak|p < εp.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü ðÿäà èç p-ûõ ñòåïåíåé ðàçíîñòè |xnk − ak|. Ñëåäîâàòåëüíî, ê
ðÿäàì

∑
|xnk − xmk | è

∑
|xnk | ïðèìåíèìî íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî äëÿ ðÿäîâ, è ìû ïîëó÷àåì:

∑
|ak|p =

∑
|ak − xnk + xnk |p ≤

((∑
|ak − xnk |p

) 1
p

+
(∑

|xnk |p
) 1
p

)p
îòêóäà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà

∑
|ak|p, ò.å. ïðèíàäëåæíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ank} ïðî-

ñòðàíñòâó lp. Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xnk} ê ýëåìåíòó {ak} î÷åâèäíî ñëåäóåò èç íåðà-
âåíñòâà

∑
|xnk − ak|p < εp. I

Ðÿäû â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Áàçèñ Øàóäåðà

Ïóñòü x1, x2, . . . , xn, . . . ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ áàíàõîâà ïðîñòðàí-
ñòâà B.

Ðÿäîì íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíîå âûðàæåíèå âèäà

x1 + x2 + . . .+ xn + . . . =
∞∑
1

xn.
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×àñòè÷íîé ñóììîé ðÿäà íàçûâàåòñÿ ñóììà sn =
n∑
1

xn. Ðÿä íàçûâàåòñÿ

ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë (â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïî íîðìå) ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì

lim
n→∞

sn = S.

Ýëåìåíò S â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäà.
Êàê è â îáû÷íîì àíàëèçå, ïîëíîòà áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà îáåñïå÷èâàåò

ñïðàâåäëèâîñòü êðèòåðèÿ Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäà:
ðÿä ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀ε > 0 ∃n0 : ∀n,m > n0 ‖xm + xm+1 + · · ·+ xn‖ < ε,

à òàêæå îáû÷íûå óòâåðæäåíèÿ î ñõîäèìîñòè ðÿäîâ:

1. Åñëè ðÿä
∑

xn ñõîäèòñÿ, òî lim
n→∞

xn = 0.

2. Åñëè ÷èñëîâîé ðÿä ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè
∑

an ñõîäèòñÿ è

‖xn‖ ≤ an, òî è ðÿä
∑

xn ñõîäèòñÿ.

3. Åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä
∑
‖xn‖, òî è ðÿä

∑
xn � òîæå ñõîäèòñÿ28 .

Âîçâðàùàÿñü ê îïðåäåëåíèþ áàçèñà â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ,
çàìåòèì, ÷òî ïîä áàçèñîìØàóäåðà ñëåäóåò ïîíèìàòü òàêóþ ñ÷åòíóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò
åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ëþáîãî âåêòîðà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà â âèäå
ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà:

{en}∞1 − áàçèñ Øàóäåðà ⇔ ∀x ∈ B ∃! (ξn)
∞
1 : x =

∞∑
1

ξnen.

2.5. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Åñëè z = x+ iy ∈ C � êîìïëåêñíîå ÷èñëî (ëèáî z(t) = x(t) + iy(t) êîì-
ïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ), òî ñèìâîëîì z áóäåì â äàëüíåéøåì îáîçíà÷àòü
êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå ê z âûðàæåíèå: z = x− iy.

Îïåðàöèÿ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè î÷åâèäíûìè
ñâîéñòâàìè:

28Îáðàòíîå, êîíå÷íî, íåâåðíî
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1. z = z;

2. z1 + z2 = z1 + z2;

3. z1z2 = z1 · z2;

4. z ∈ R⇔ z = z;

5. zz = |z|2 = x2 + y2.

Ïóñòü L � êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.
Åñëè êàæäîé ïàðå âåêòîðîâ x, y ∈ L ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå êîì-

ïëåêñíîå ÷èñëî, îáîçíà÷àåìîå 〈x|y〉, óäîâëåòâîðÿþùåå òðåáîâàíèÿì:

1. ∀x ∈ L : 〈x|x〉 ≥ 0, 〈x|x〉 = 0⇔ x = 0;

2. ∀x, y, z ∈ L, α, β ∈ C : 〈x|αy + βz〉 = α 〈x|y〉+ β 〈x|z〉;

3. 〈x|y〉 = 〈y|x〉.

òî ãîâîðÿò,÷òî â ïðîñòðàíñòâå L çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
Çàìåòèì, ÷òî òàê îïðåäåëåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîëóîäíîðîäíî:

〈αx|y〉 = α 〈x|y〉 , 〈x|βy〉 = β 〈x|y〉 .

Åñëè ïðîñòðàíñòâî L � äåéñòâèòåëüíîå, òî òðåáîâàíèå 3 ïðåâðàùàåòñÿ
â óñëîâèå ñèììåòðè÷íîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîçâåäåíèÿ 〈x|y〉 = 〈y|x〉.

Âàæíûì àòðèáóòîì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-
Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà:

∀x, y ∈ L : | 〈x|y〉 | ≤
√
〈x|x〉 · 〈y|y〉. (1.2.7)

J Ïóñòü x, y ∈ L, λ ∈ R � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Åñëè 〈x|y〉 = 0, íåðàâåíñòâî

(1.2.7) î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ. Äëÿ 〈x|y〉 6= 0 ïîëîæèì ν =
〈x|y〉
| 〈x|y〉 |

,. Åñëè z = λx+ νy. òî

〈z|z〉 = λ2 〈x|x〉+ 2λ| 〈x|y〉 |+ 〈y|y〉 ≥ 0 ∀λ ∈ R.

Êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè íåîòðèöàòåëåí äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
äåéñòâèòåëüíûõ λ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî äèñêðèìèíàíò íåïîëîæèòåëåí:

D = | 〈x|y〉 |2 − 〈x|x〉 · 〈y|y〉 ≤ 0,

îòêóäà è ñëåäóåò èñêîìîå. I
Ïîëíîå ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì ïðîñòðàíñòâîì29.
29Îáû÷íî äåéñòâèòåëüíîå êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàþò åâ-

êëèäîâûì, Íàèìåíîâàíèå óíèòàðíîå ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ïðîñòðàíñòâ Â
áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå ñåïàðàáåëüíîå ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì îáû÷íî
íàçûâàþò ãèëüáåðòîâûì, óòî÷íÿÿ � äåéñòâèòåëüíîå èëè êîìïëåêñíîå.

� 40 �



Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû êâàíòîâîé ìåõàíèêè

Íîðìà

Íàëè÷èå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îáåñïå÷èâàåò íîðìèðóåìîñòü óíèòàðíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà (à, ñëåäîâàòåëüíî, è ìåòðèçóåìîñòü).

Ïóñòü L � ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-
íèåì.

Íîðìîé30 ýëåìåíòà ïðîñòðàíñòâà L íàçîâåì ÷èñëî, çàäàâàåìîå ñîîò-
íîøåíèåì: ‖x‖ =

√
〈x|x〉.

Âñå òðåáîâàíèÿ ïðåäúÿâëÿåìûå ê íîðìå î÷åâèäíî âûïîëíÿþòñÿ, â ÷àñò-
íîñòè, íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî,
êîòîðîå äëÿ íîðì çàïèñûâåòñÿ â âèäå

| 〈x|y〉 | ≤ ‖x‖ · ‖y‖.

Âàæíûì îáñòîÿòåëüñòâîì ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîçâåäå-
íèÿ îòíîñèòåëüíî ïîðîæäåííîé èì íîðìû: åñëè xn → x, yn → y òî 〈xn|yn〉 →
〈x|y〉.

Îðòîãîíàëüíîñòü

Íàëè÷èå â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ äàåò âîçìîæ-
íîñòü îïðåäåëèòü ïîíÿòèå îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Îðòîãîíàëüíûìè íàçûâàþòñÿ òàêèå âåêòîðû x, y ∈ L, ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî íóëþ:

x⊥y ⇔ 〈x|y〉 = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî òîëüêî íóëåâîé âåêòîð îðòîãîíàëåí ëþáîìó âåêòîðó
ïðîñòðàíñòâà. Òî÷íåå:

〈x|u〉 = 0 ∀x ∈ L ⇔ u = 0.

J Â îäíó ñòîðîíó ýòî î÷åâèäíî u = 0 ⇒ 〈x|u〉 = 0. Ïóñòü òåïåðü 〈x|u〉 = 0 ∀x ∈ L. Åñëè

äîïóñòèòü, ÷òî u 6= 0, òî âçÿâ x = u, ïîëó÷èì 〈u|u〉 = ‖u‖2 = 0, ÷òî âîçìîæíî ëèøü ïðè

u = 0.I

Åñëè M ⊂ L � ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà L,
òî ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ, îðòîãîíàëüíûõ ê M , îáðàçóåò â L ïîäïðî-
ñòðàíñòâî. Ìû åãî áóäåì îáîçíà÷àòü M⊥ = {x ∈ L : ∀u ∈M : x⊥u}.
J Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âìåñòå ñ âåêòîðàìè x, y, îðòîãîíàëüíû-

ìè M , ýòèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è ëþáàÿ ëèíåéíàÿ èõ êîìáèíàöèÿ. Ìåòðè÷åñêàÿ æå çà-

ìêíóòîñòü ñîâîêóïíîñòè âåêòîðîâ, îðòîãîíàëüíûõ M , ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ.I

30Èíà÷å � íîðìîé, ñîãëàñîâàííîé ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
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Çàìåòèì, ÷òî M ∩M⊥ = {�}. Íàëè÷èå â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ñêà-
ëÿðíîãî óìíîæåíèÿ ïîçâîëÿåò âçãëÿíóòü íà ïîíÿòèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè
è/èëè íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ ñ íîâîé òî÷êè çðåíèÿ.

Åñëè íåíóëåâûå âåêòîðû u1, u2, . . . , uk � ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, òî îíè
ëèíåéíî íåçàâèñèìû
J Ïðåäïîëàãàÿ ïðîòèâíîå, çàêëþ÷àåì, ÷òî îäèí èç âåêòîðîâ ýòîé ñèñòåìû ïðåäñòàâèì â

âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïðî÷èõ. Ïóñòü ýòî, íàïðèìåð, âåêòîð uk: uk = λ1u1 + λ2u2 + · · ·+
λk−1uk−1. Óìíîæàÿ ñêàëÿðíî îáå ÷àñòè ýòîãî ðàçëîæåíèÿ íà âåêòîð uk, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

‖uk‖2 = 0, êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî âåêòîð uk � íåíóëåâîé.I

ÑîâîêóïíîñòüM âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà L íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàí-
íîé, åñëè ëþáûå äâà âåêòîðà ýòîé ñèñòåìû îðòîãîíàëüíû äðóã ê äðóãó è
âñå âåêòîðà ñèñòåìû íîðìèðîâàíû:

∀ x, y ∈M : x⊥y, ‖x‖ = ‖y‖ = 1.

Íàëè÷èå â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì îðòîíîðìèðîâàííûõ
ñèñòåì ñîçäàåò îïðåäåëåííûå óäîáñòâà ïðè ðåàëèçàöèè ëèíåéíûõ îïåðàöèé
íàä âåêòîðàìè è ïðè âû÷èñëåíèè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

2.6. Êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, êîíå÷íîìåðíûå31 ëèíåéíûå âåêòîðíûå ïðî-
ñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âñåãäà ïîëíû. Êðîìå òîãî, â êî-
íå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ íå áûâàåò íåçàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Îòìåòèì åùå íåñêîëüêî âàæíûõ èõ ñâîéñòâ
Â êîíå÷íîìåðíîì óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå ëþáàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ

ñèñòåìà âåêòîðîâ êîíå÷íà è êîëè÷åñòâî âõîäÿùèõ â íå¼ âåêòîðîâ íå ïðå-
âîñõîäèò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.
J Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü dimL = n. Âîçüìåì k, 1 ≤ k ≤ n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ

x1, x2, . . . , xk è ïîëîæèì e1 =
x1

‖x1‖
.

Ïóñòü äàëåå, λ1
2 � ÷èñëî, òàêîå, ÷òî âåêòîð λ1

2e1 + x2 îðòîãîíàëåí âåêòîðó e1. Â ñèëó ëè-
íåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ e1 è x2 ïðè ëþáîì λ1

2 âåêòîð λ
1
2e1 + x2 6= 0. ×èñëî λ1

2, îáåñïå-
÷èâàþùåå îðòîãîíàëüíîñòü, îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì:〈

e1|λ1
2e1 + x2

〉
= λ1

2〈e1|e1〉+ 〈e1|x2〉 = 0⇒ λ1
2 = −〈e1|x2〉

〈e1|e1〉
= −〈e1|x2〉.

Ïîëîæèì e2 =
λ1

2e1 + x2

‖λ1
2e1 + x2‖

.

31Óíèòàðíûå ïðîñòðàíñòâà êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè âîçíèêàþò îáû÷íî, êàê ïðîñòðàíñòâà âíóòðåííèõ
ñòåïåíåé ñâîáîäû êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, êîãäà åå äâèæåíèå êàê öåëîãî â ðàìêàõ ïîñòàâëåííîé
çàäà÷è íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà. Òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâî ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé
÷àñòèö ñî ñïèíîì 1

2 (ýëåêòðîíîâ, ïðîòîíîâ è ïð.), èìåþùåå ðàçìåðíîñòü 2.
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Àíàëîãè÷íî âûøåèçëîæåííîìó, íàéäåì ÷èñëà λ1
3, λ

2
3 òàêèå

32, ÷òî âåêòîð λ1
3e1 +λ2

3e2 +x3 áó-

äåò îðòîãîíàëåí âåêòîðàì e1, e2 è ïîëîæèì e3 =
λ1

3e1 + λ2
3e2 + x3

‖λ1
3e1 + λ2

3e2 + x3‖.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåêòîðà

er, 2 ≤ r ≤ k, ïîñòðîèì ÷èñëà λir = −〈ei|xr〉, i = 1, 2, . . . , r − 1, îáåñïå÷èâàþùèå îðòîãîíàëü-
íîñòü âåêòîðà

∑
λirei + xr âåêòîðàì ei, i = 1, 2, . . . , r − 1 è, íîðìèðîâàâ ýòîò âåêòîð, ïîëó÷èì

er.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàê ïîñòðîåííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ � îðòîíîðìèðîâàíà è êîíå÷íà. I
Ñðåäè âñåõ áàçèñîâ â êîíå÷íîìåðíîì óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå, îðòîíîð-

ìèðîâàííûå íàèáîëåå óäîáíû, ò.ê. ïîçâîëÿþò äîñòàòî÷íî ïðîñòî îïèñûâàòü
êîîðäèíàòíûå ñâîéñòâà âåêòîðîâ è ðåàëèçîâûâàòü îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè
(â òîì ÷èñëå è ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå) â êîîðäèíàòíîé ôîðìå.

Êîîðäèíàòû âåêòîðà â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå

Åñëè e1, e2, . . . , en � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, òî âñÿêèé âåêòîð x ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ âåêòîðîâ

x = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen,

ãäå êîýôôèöèåíòû xi � êîîðäèíàòû x â áàçèñå ei. Óìíîæàÿ áàçèñíûå âåê-
òîðû ei íà âåêòîð x è ó÷èòûâàÿ îðòîíîðìèðîâàííîñòü áàçèñà (ò.å. 〈ei|ej〉 =
δij), ïîëó÷àåì ïðîñòîé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðà â çàäàííîì
áàçèñå:

〈ei|x〉 = x1〈ei|e1〉+ x2〈ei|e2〉+ · · ·+ xn〈ei|en〉 = xi〈ei|ei〉 = xi.

Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî òåïåðü ìîæíî
ïðîèçâîäèòü ïîêîîðäèíàòíî.

Ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðàâèëà ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ, çàäàííûõ ñâîèìè
êîîðäèíàòàìè, âîñïîëüçóåìñÿ îäíîðîäíîñòüþ è àääèòèâíîñòüþ ñêàëÿðíîãî
óìíîæåíèÿ.

Ïóñòü x =
∑
xiei, y =

∑
yiei. Ðàññìîòðèì:

〈x|y〉 = 〈
∑
i

xiei|
∑
j

yjej〉 =
∑
i

∑
j

xiyj〈ei|ej〉.

Ïîñêîëüêó áàçèñ ei � îðòîíîðìèðîâàí, ïîñòîëüêó

〈ei|ej〉 =

{
1, i = j
0, i =6= j

,

32Ëåãêî íàõîäèòñÿ, ÷òî λ13 = −〈e1|x3〉, λ23 = −〈e2|x3〉.
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è â äâîéíîé ñóììå â ïðåäûäóùåì ñîîòíîøåíèè îñòàþòñÿ òîëüêî òå ñëàãà-
åìûå, äëÿ êîòîðûõ i = j:∑

i

∑
j

xiyj〈ei|ej〉 = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn,

îòêóäà ïîëó÷àåì èñêîìîå ïðàâèëî ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ, çàäàí-
íûõ ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå:

〈x|y〉 = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â óíèòàðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñïðàâåäëèâ êîíå÷íî-
ìåðíûé àíàëîã òåîðåìû Ïèôàãîðà:

‖x‖2 = |x1|2 + |x2|2 + · · ·+ |xn|2.

2.7. Áåñêîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-

íèåì

Ïóñòü òåïåðü L � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ò.å. áåñêîíå÷íîìåðíîå ïîë-
íîå ñåïàðàáåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ñî
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Ìû â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü ãèëüáåð-
òîâî ïðîñòðàíñòâî ñèìâîëîì H.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî â ëþáîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùå-
ñòâóåò ñ÷åòíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ.
JÄåéñòâèòåëüíî, ïóñòü G = {g1, g2, . . . , gn, . . .} : G = H � ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå â H

ìíîæåñòâî.
Åñëè g1 � ïåðâûé â ñïèñêå ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà G, òî ïîëîæèì e1 =

g1

‖g1‖
è îáîçíà÷èì

÷åðåç L1 ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà âåêòîð e1 : L1 = {x ∈ L : x = λe1}. Âûáåðåì èç
G ýëåìåíò ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì, íå ëåæàùèé â L1, (îáîçíà÷èì åãî g2): g2 /∈ L1, è ïóñòü

ĝ2 = PL⊥1 (g2) � ïðîåêöèÿ âåêòîðà g2 íà ïîäïðîñòðàíñòâî L⊥1 . Ïîëîæèì e2 =
ĝ2

‖ĝ2‖
. Åñëè L2 �

ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà âåêòîðû e1, e2, òî âûáåðåì èçG ýëåìåíò ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì

(îáîçíà÷èì åãî g3), íå ëåæàùèé â L2 è îáîçíà÷èì ĝ3 = PL⊥2 (g3), Ïîëîæèì e3 =
ĝ3

‖ĝ3‖
è ò.ä.

Ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì ñèñòåìà âåêòîðîâ ñ÷åòíà33 è îðòîíîðìèðîâàíà.I
Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü E ïðîèçâîëüíûõ êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáè-

íàöèé âåêòîðîâ ei:

E = {x ∈ H : x =
n∑
1

λiei, λi ∈ C}.

Ïîñêîëüêó âñÿêèé âåêòîð g ∈ G ëåæèò â îäíîì èç ïîäïðîñòðàíñòâ Ln =
L[e1, e2, . . . , en], ïîñòîëüêó E âñþäó ïëîòíî â H � E = G = H,

33Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå H � êîíå÷íîìåðíî.
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Ñèñòåìó âåêòîðîâ e1, e2, . . . , en, . . . íàçûâàþò ïîëíîé â H, åñëè íå ñó-
ùåñòâóåò íåíóëåâîãî ýëåìåíòà èç H, îðòîãîíàëüíîãî âñåì âåêòîðàì ýòîé
ñèñòåìû.

Ïîñòðîåííàÿ âûøå îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà � ïîëíà â H.
JÄåéñòâèòåëüíî, ïóñòü â H íàéäåòñÿ íåíóëåâîé âåêòîð h, îðòîãîíàëüíûé âñåì âåêòîðàì

ei, i = 1, 2, . . ., à, ñëåäîâàòåëüíî, è âñåì âåêòîðàì èç E. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ‖h‖ = 1. Â ñèëó ïëîòíîñòè E â H, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε íàéäåòñÿ
ýëåìåíò u ∈ E : ‖h− u‖ < ε. Íî òîãäà

‖h− u‖2 = 〈h− u|h− u〉 = ‖h‖2 + ‖u‖2 − 〈h|u〉 − 〈u|h〉 = 1 + ‖u‖2 < ε2,

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε è íåîòðèöàòåëüíîñòè ‖u‖2 ýòî íåâîçìîæíî. I

Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

Âàæíûì ñâîéñòâîì ïîëíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü îäíîçíà÷-
íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ëþáîãî âåêòîðà x ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ñõîäÿ-
ùèìñÿ ðÿäîì:

x = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen + · · · , xi ∈ C. (1.2.8)

JÇàìåòèì, ÷òî åñëè ðàçëîæåíèå (1.2.8) ñïðàâåäëèâî, òî åãî êîýôôèöèåíòû xi ìîãóò áûòü
íàéäåíû ïî ôîðìóëàì xi = 〈ei|x〉.

Äàëåå, ïóñòü Sxn � êîíå÷íàÿ ñóììà ðÿäà (1.2.8):

Sxn =

n∑
1

xiei.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

‖x− Sxn‖2 ≥ 0⇒ 〈x− Sxn|x− Sxn〉 = ‖x‖2 −
n∑
1

|xi|2 ≥ 0.

Ðàññìîòðèì ÷èñëîâîé ðÿä
∑
|xi|2. Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò. ÷òî åãî ÷àñòè÷íûå ñóì-

ìû Sn îãðàíè÷åíû ñâåðõó: Sn ≤ ‖x‖2. Â òî æå âðåìÿ, ýòî ðÿä ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíà-
ìè, à ïîòîìó åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû ìîíîòîííî íåóáûâàþò. Â ñèëó òåîðåìû Âåéåðøòðàññà î
ïðåäåëå ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îí ñõîäèòñÿ. À çíà÷èò ñïðàâåäëèâ êðèòåðèé Êîøè
|Sn+m − Sn| → 0, n,m→∞.

Ïîñêîëüêó ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ïîëíî, òî è â íåì äëÿ ðÿäîâ èç ýëåìåíòîâ ïðîñòðàí-
ñòâà ñïðàâåäëèâ êðèòåðèé Êîøè � ðÿä (1.2.8) ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ÷à-
ñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà âûïîëíÿåòñÿ ‖Sxn+m − Sxn‖ → 0, n,m→∞. Èìååì:

‖Sxn+m − Sxn‖ = ‖
n+m∑
n

xiei‖ =
n+m∑
n

|xi|2 = |Sn+m − Sn| → 0,

îòêóäà è ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (1.2.8) ê ïîðîäèâøåìó åãî ýëåìåíòó äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà

ïðîñòðàíñòâà H. I
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×èñëà xi = 〈ei|x〉 íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå âåêòîðà x ∈ H
îòíîñèòåëüíî îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû {ei}, à ðÿä (1.2.8) � ðÿäîì Ôó-
ðüå.

Òåì ñàìûì ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå îáðàçóåò áàçèñ Øàóäåðà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Êàê è â ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, íàëè÷èå áàçèñà â ãèëüáåð-
òîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîçâîëÿåò êàæäîìó âåêòîðó ïðèïèñàòü óïîðÿäî÷åííûé
íàáîð åãî êîîðäèíàò (êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå). Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü äîñòà-
òî÷íî ïðîñòî îïèñûâàòü êîîðäèíàòíûå ñâîéñòâà âåêòîðîâ è ðåàëèçîâûâàòü
îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè (â òîì ÷èñëå è ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå) â êîîðäè-
íàòíîé ôîðìå.

Î÷åâèäíî, ÷òî ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè â ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå îñóùåñòâëÿþòñÿ ïîêîîðäèíàòíî.

×òî êàñàåòñÿ ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ, òî ïðîñòûå âûêëàäêè, êàê è â êî-
íå÷íîìåðíîì ñëó÷àå, ïðèâîäÿò ê ôîðìóëå

〈x|y〉 = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn + · · · . (1.2.9)

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, ðÿä â (1.2.9) ñõîäèò-
ñÿ äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ èç H.

Èç (1.2.9) íåìåäëåííî ñëåäóåò àíàëîã òåîðåìû Ïèôàãîðà, êîòîðûé â
ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ � Ñòåêëîâà:

‖x‖2 = |x1|2 + |x2|2 + · · ·+ |xn|2 + · · · .

Çàìåòèì, ÷òî ïîìèìî ïîëíûõ îðòîíîðìèðîâàííûõ ñèñòåì, â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
ñóùåñòâóþò è íåïîëíûå34. Ïóñòü e′1, e

′
2, . . . , e

′
n, . . . � îäíà èç òàêèõ ñèñòåì, x � ïðîèçâîëüíûé

ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà. Ïîäñ÷èòàåì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ýòîãî ýëåìåíòà îòíîñèòåëüíî ñèñòå-
ìû {e′i} � xi = 〈e′i|x〉 è ñîñòàâèì ðÿä Ôóðüå:

x1e
′
1 + x2e

′
2 + · · ·+ xne

′
n + · · · .

Âûêëàäêè, àíàëîãè÷íûå âûøåïðèâåäåííûì, ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòîò ðÿä âñåãäà ñõîäèòñÿ, îä-
íàêî óæå íå ê ïîðîäèâøåìó åãî ýëåìåíòó, à ê ïðîåêöèè ýòîãî ýëåìåíòà íà ïîäïðîñòðàíñòâî,
íàòÿíóòîå íà âåêòîðû {e′i}. Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ � Ñòåêëîâà ïðè ýòîì ïåðåõîäèò â íåðàâåíñòâî

|x1|2 + |x2|2 + · · ·+ |xn|2 + · · · ≤ ‖x‖2,

êîòîðîå íîñèò íàçâàíèå íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â íåðàâåíñòâå Áåññåëÿ çíàê ðàâåíñòâà äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà x � ýëåìåíò ïîäïðîñòðàíñòâà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû e′i.

34Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü ëþáàÿ êîíå÷íàÿ èëè ñîáñòâåííàÿ (ò.å. íå ñîâïàäàþùàÿ ñî âñåé ñèñòåìîé)
ñ÷åòíàÿ ïîäñèñòåìà ïîëíîé ñèñòåìû.
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Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî, êàê è â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå, êîãäà ëþ-
áûå äâà ïðîñòðàíñòâà îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè îêàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè
è èçîìåòðè÷íûìè, â ñëó÷àå ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñïðàâåäëèâî óòâåð-
æäåíèå:

Ëþáûå äâà ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâà35 èçîìîðôíû è èçîìåòðè÷íû.

J Ïóñòü H1,H2 � äâà ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâà ñ áàçèñàìè {ei} è {e′i}, ñîîòâåòñòâåííî.
Êàæäîìó âåêòîðó x èç H1 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð x′ èç H2 ñ òåìè æå êîîðäèíàòàìè.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâèå � èçîìîðôèçì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ. Èçîìåòðè÷íîñòü òàêîãî

ñîîòâåòñòâèÿ ñëåäóåò èç òîæäåñòâåííîñòè ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé (1.2.9) â ðàññìàòðèâàåìûõ

ïðîñòðàíñòâàõ.I

Òàêèì îáðàçîì, âñå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû
êàêèì-íèáóäü êîíêðåòíûì36 ïðîñòðàíñòâîì. ×àùå âñåãî â ïðèëîæåíèÿõ â
ðîëè òàêèõ ïðåäñòàâèòåëåé âûñòóïàþò ïðîñòðàíñòâà L2 è l2.

Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî l2. Íàïîìíèì, ÷òî ñèìâîëîì l2 (lp, p = 2) ìû
îáîçíà÷èëè (ïðèìåð 3, ðàçäåë 1.2.4) ñîâîêóïíîñòü ñ÷åòíûõ óïîðÿäî÷åííûõ
íàáîðîâ ÷èñåë x = {xk}∞1 , òàêèõ, ÷òî ðÿä

|x1|2 + |x2|2 + · · ·+ |xk|2 + · · · (1.2.10)

ñõîäèòñÿ.

Îòíîñèòåëüíî ïîêîìïîíåíòíûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñ-
ëî òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Çàìåòèì,
÷òî ïðîñòðàíñòâî l2 � íîðìèðîâàíî. Íîðìà â ýòîì ïðîñòðàíñòâàå äàåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì:

‖x‖ =

( ∞∑
k=1

|xk|2
) 1

2

.

Ââåäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ l2 ñîîòíîøåíèåì (çíàêîì z, êàê
è âûøå, îáîçíà÷àåòñÿ ÷èñëî, êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîå ê ÷èñëó z):

〈x| y〉 = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xkyk + · · · . (1.2.11)

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ � ñõîäèìîñòü ðÿäà (1.2.11)
îáåñïå÷èâàåòñÿ öåïî÷êîé î÷åâèäíûõ íåðàâåíñòâ:∣∣∣∑xiyi

∣∣∣ ≤∑ |xi||yi| =
∑
|xi||yi| ≤

∑ 1

2
(|xi|2 + |yi|2.

35Îäíîâðåìåííî äåéñòâèòåëüíûå èëè êîìïëåêñíûå.
36Äåéñòâèòåëüíûå � äåéñòâèòåëüíûì, êîìïëåêñíûå � êîìïëåêñíûì.
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1. Ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå (1.2.11) îïðåäåëåíî äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ,
êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.2.10).

2. 〈x|x〉 =
∑
|xi|2 ≥ 0. Åñëè 〈x|x〉 = 0, òî ∀i : xi = 0.

3. Î÷åâèäíî, ÷òî 〈z|αx+ βy〉 = α 〈z|x〉+ β 〈z|y〉.

4. 〈x|y〉 =
∑
xkyk, 〈y|x〉 =

∑
ykxk ⇒ 〈y|x〉 =

∑
xkyk = 〈x|y〉

Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä:

|
∑

xkyk| ≤
√∑

|xk|2
∑
|yk|2.

Íîðìà (è ìåòðèêà), ïîðîæäàåìûå ââåäåííûì íàìè ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-
íèåì, äàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

‖x‖sp =
√
|x1|2 + · · ·+ |xn|2 + · · ·, µsp(x; y) = ‖x− y‖sp

è, î÷åâèäíî, ñîâïàäàþò ñ óæå èìåþùèìèñÿ â ïðîñòðàíñòâå l2 íîðìîé (è
ìåòðèêîé): ‖x‖ = ‖x‖sp. Ò.å., íîðìà, èìåþùàÿñÿ â ïðîñòðàíñòâå l2 ñîãëàñó-
åòñÿ ñ íîðìîé, ïîðîæäåííîé ââåäåííûì íàìè ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Ïðîñòðàíñòâî l2 ñ òàê îïðåäåëåííûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ÿâëÿåò-
ñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðèìåðîì ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû â l2 ìîæåò ñëóæèòü ñî-
âîêóïíîñòü âåêòîðîâ

e1 =


1
0
· · ·
0
· · ·

 , e2 =


0
1
· · ·
0
· · ·

 , . . . en =


0
0
· · ·
1
· · ·

 , . . . .

Ïðîñòðàíñòâî l2 êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíî è èçîìåòðè÷íî ëþáîìó ãèëüáåð-
òîâó ïðîñòðàíñòâó H: äåéñòâèòåëüíîå � äåéñòâèòåëüíîìó, êîìïëåêñíîå �
êîìïëåêñíîìó. Äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü èçîìîðôèçì ìåæäó ýëåìåíòàìè l2 è
ýëåìåíòàìè ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâàH, ïîñòàâèâ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó
ýëåìåíòó ïðîñòðàíñòâà H íàáîð åãî êîîðäèíàò (ò.å., ýëåìåíò l2).

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âîïðîñ î òîì, êîãäà â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî
ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, òàê, ÷òîáû íîðìà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå áûëà ñîãëàñîâàíà ñ ýòèì
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, à êîãäà � íåò. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà37,

37Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â [3].
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Òåîðåìà. (Òîæäåñòâî ïàðàëëåëîãðàììà) Äëÿ òîãî, ÷òîáû â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðî-

ñòðàíñòâå L ìîæíî áûëî ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, òàê, ÷òîáû íîðìà ñ íèì ñîãëàñî-

âûâàëàñü, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èìåëî ìåñòî òîæäåñòâî

∀x, y ∈ L ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2).

Ïðè ýòîì, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

〈x|y〉 =
1

4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)
.

Íàïðèìåð, â ïðîñòðàíñòâàõ lp, p 6= 2, p ≥ 1, ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òàêèì îáðàçîì
íåëüçÿ. J Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïàðó âåêòîðîâ x, y, òàêèõ, ÷òî ó âåêòîðà x ïåðâûå äâå
êîìïîíåíòû 1, îñòàëüíûå íóëè, à ó âåêòîðà y ïåðâàÿ êîìïîíåíòà 1, âòîðàÿ � −1, îñòàëüíûå

íóëè. Ïîëó÷àåì: ‖x‖lp = ‖y‖lp = 2
1
p , ‖x + y‖lp = ‖x − y‖lp = 2 è óáåæäàåìñÿ, ÷òî òîæäåñòâî

ïàðàëëåëîãðàììà íå âûïîëíÿåòñÿ.I
Àíàëîãè÷íûå ðàññìîòðåíèÿ â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà C[a;b] ïîêàçûâàþò, ÷òî è íà ýòîì ïðî-

ñòðàíñòâå íîðìó íåâîçìîæíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ êàêîãî-íèáóäü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Äî-

ñòàòî÷íî ïðîâåðèòü òîæäåñòâî ïàðàëëåëîãðàììà äëÿ ôóíêöèé x = 1 è y =
t− a
b− a

.

Òàêæå è â ïðîñòðàíñòâàõ Lp, p 6= 2, p ≥ 1 ââåñòè ñîãëàñóþùååñÿ ñ èìåþùåéñÿ íîðìîé

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íåëüçÿ. À âîò â ñëó÷àå p = 2 � ìîæíî. Ýòîò ñëó÷àé áóäåò ðàññìîòðåí

íèæå.

Ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà L2
[a;b]. Íàïîìíèì, ÷òî ñèìâîëîì L2

[a;b] ìû óñëî-
âèëèñü îáîçíà÷àòü ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a; b]
ôóíêöèé38 ñ îáû÷íûì îáðàçîì îïðåäåëåííûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî, îòíîñèòåëüíî íîðìû, çàäàâàåìîé ñîîòíîøåíèåì

‖x‖ =

 b∫
a

|x(t)|2dt


1
2

. (1.2.12)

Çàäàäèì ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå â L2
[a;b] ñîîòíîøåíèåì

〈x|y〉 =

b∫
a

x(t)y(t)dt.

Íîðìà, ñîãëàñîâàííàþ ñ ýòèì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, äàåòñÿ ñîîòíîøå-
íèåì

‖x‖sp =
√
〈x|x〉 =

 b∫
a

|x(t)|2


1
2

,

38Äåéñòâèòåëüíûõ èëè êîìïëåêñíîçíà÷íûõ.
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è î÷åâèäíî ñîâïàäàåò ñ íîðìîé (1.2.12), óæå èìåþùåéñÿ â ýòîì ïðîñòðàí-
ñòâå.

Îòìåòèì, ÷òî L2
[a;b] � áåñêîíå÷íîìåðíîå (ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà ñòåïåíåé ëè-

íåéíî íåçàâèñèìà), ïîëíîå (ïî îïðåäåëåíèþ ïîïîëíåíèÿ), ñåïàðàáåëüíîå
(ñîâîêóïíîñòü PQ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïëîò-
íà â L2

[a;b]) ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, ò.å. � ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî.

Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì îòëè÷èå ïðîñòðàíñòâà L2
[a;b] îò ïðîñòðàíñòâà L̃

2
[a;b]. Ýëåìåíòû ïîñëåä-

íåãî � îáû÷íûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå è íåïðåðûâíûå íà îòðåçêå [a; b]. Ýëåìåíòû æå åãî

ïîïîëíåíèÿ ïî íîðìå (8) � êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé. Ïðåäñòàâèòåëÿìè îäíîãî è òîãî

æå êëàññà ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûå ôóíêöèè, êâàäðàò êîòîðûõ èíòåãðèðóåì íà [a; b] è êîòîðûå

íåðàçëè÷èìû ïî íîðìå (1.2.12): äâå ôóíêöèè x, y îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå êëàññó òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ‖x − y‖ = 0. Ïðè ýòîì êàæäûé èç ýëåìåíòîâ ïîïîëíåíèÿ ñ ëþáîé ñòå-

ïåíüþ òî÷íîñòè (â ñìûñëå áëèçîñòè, îïðåäåëÿåìîé íîðìîé ýòîãî ïðîñòðàíñòâà) ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåí îáû÷íîé íåïðåðûâíîé íà [a; b] ôóíêöèåé.

Ñõîäèìîñòü â ýòîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòüþ â ñðåäíåì è
îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ òàê:

xn → x ⇔ l.i.m.xn = x.

Ïðèìåðû
I. Ïóñòü a = −π, b = π. Â äåéñòâèòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå L2

[−π;π] ïðèìåðîì ïîëíîé îðòîíîð-

ìèðîâàííîé ñèñòåìû (áàçèñà) ìîæåò ñëóæèòü ñèñòåìà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé:

1√
2π
,

cos t√
π
,

sin t√
π
,

cos 2t√
π
,

sin 2t√
π
, · · · .

Ðÿä Ôóðüå â ýòîì ñëó÷àå � îáû÷íûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå39.
II. Â êîìïëåêñíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2

[−π;π] ïðèìåðîì ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàí-
íîé ñèñòåìû ìîæåò ñëóæèòü ñèñòåìà êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ýêñïîíåíò:

1,
1√
2π
eit,

1√
2π
e−it,

1√
2π
e2it,

1√
2π
e−2it, . . . ,

1√
2π
eint,

1√
2π
e−int, . . . .

III. Ðàññìîòðèì â äåéñòâèòåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2
[−1;1] ñèñòåìó ñòåïåíåé:

ϕ1 = 1, ϕ2 = t, ϕ3 = t2, . . . , ϕn = tn−1, . . . .

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ ýòîé ñèñòåìû.
J Åñëè êàêàÿ-ëèáî êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà ñòåïåíåé ëèíåéíî çàâèñèìà, òî äîëæíî âûïîë-

íÿòüñÿ òîæäåñòâåííî ∀t ∈ [−1; 1] : λ1t
n1 + λ2t

n2 + . . . + λkt
nk ≡ 0, ÷òî âîçìîæíî ëèøü ïðè

λi = 0 ∀i. I
39Âñåãäà, êàê áûëî óñòàíîâëåíî âûøå, ñõîäÿùèéñÿ â ñðåäíåì, íî, ìîæåò áûòü è íå ñõîäÿùèéñÿ â

îáû÷íîì ñìûñëå (ïîòî÷å÷íî)!
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Ïðèìåíèì ê ýòîé ñèñòåìå ïðîöåäóðó îðòîãîíàëèçàöèè. Ïóñòü

e1 =
ϕ1

‖ϕ1‖
=

1√
2
.

Ïîëàãàÿ

e2 =
ϕ2 + λe1

‖ϕ2 + λe1‖
,

íàéäåì λ èç óñëîâèÿ

λ = −〈ϕ2|e1〉 =

1∫
−1

t
1

2
dt = 0.

Ïîñêîëüêó ‖ϕ2‖ =
∫ 1
−1 t

2dt =
2

3
, çàêëþ÷àåì, ÷òî e2 = t

√
3

2
.

Àíàëîãè÷íî, ïîëàãàÿ

e3 =
ϕ3 + λ3

1e1 + λ3
2e2

‖ϕ3 + λ3
1e1 + λ3

2e2‖
, . . . , ek =

ϕk + λk1e1 + λk2e2 + · · ·+ λkk−1ek−1

‖ϕk + λk1e1 + λk2e2 + · · ·+ λkk−1ek−1‖
, . . .

è ïîäáèðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî êîíñòàíòû λki èç óñëîâèé

λki = −〈ϕk|ei〉 =

1∫
−1

tkei(t)dt, i = 1, 2, . . . , k − 1,

ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ è íîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ, êîòîðûå îáðàçóþò
áàçèñ â L2

[−1;1]

e1 =
1

2
, e2 = t

√
3

2
, e3 =

1

2

√
5

2

(
3t2 − 1

)
, e4 =

1

2

√
7

2

(
5t3 − 2t

)
, . . . ,

Ýòè ìíîãî÷ëåíû (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííûõ ìíîæèòåëåé), ñîâïàäàþò ñ õîðîøî èçâåñòíûìè
â ëèòåðàòóðå è ïðèëîæåíèÿõ ìíîãî÷ëåíàìè Ëåæàíäðà (íàïðèìåð, [2]), çàäàâàåìûìè ñîîòíî-
øåíèÿìè:

P1(t) = 1, P2(t) = t, P3(t) =
3

2
t2 − 1

2
, . . . , Pn+1(t) =

1

2n(n− 1)!

dn

dtn
(t2 − 1)n

Åñëè x(t) � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç L2
[−1;1], òî îí åäèíñòâåííûì îáðàçîì ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåí ñõîäÿùèìñÿ â ñðåäíåì ðÿäîì ïî ìíîãî÷ëåíàì ei(t), i = 1, 2, . . ., êîýôôèöèåíòû
êîòîðîãî äàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

xi = 〈x|ei〉 =

1∫
−1

x(t)ei(t)dt ⇒ x =

∞∑
i=1

xiei.

Ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà L2,ρ
[a;b]. Ïóñòü ρ(t) > 0 � ïîëîæèòåëüíàÿ âåùå-

ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ïðîìåæóòêå [a; b]. Ðàññìîòðèì ñîâî-
êóïíîñòü íåïðåðûâíûõ íà ýòîì ïðîìåæóòêå ôóíêöèé, ñ îáû÷íûì îáðàçîì

� 51 �



Áåñêà÷êî Â.Ï., Çàëÿïèí Â.È.

îïðåäåëåííûìè ëèíåéíûìè îïåðàöèÿìè � ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì íà ÷èñ-
ëî.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå

〈x|y〉 =

b∫
a

ρ(t)x(t)y(t)dt (1.2.13)

çàäàåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ýòîé ñîâîêóïíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, îáû÷-
íûì îáðàçîì ìîæíî ââåñòè íà ýòîì ìíîæåñòâå ôóíêöèé íîðìó è ñîãëàñî-
âàííóþ ñ íîðìîé ìåòðèêó:

‖x‖ =

 b∫
a

ρ(t)|x(t)|2dt


1
2

, µ(x, y) = ‖x−y‖ =

 b∫
a

ρ(t)|x(t)− y(t)|2dt


1
2

.

Åñëè òåïåðü ïîïîëíèòü ïîëó÷åííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ïî íîðìå, ñî-
ãëàñîâàííîé ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (1.2.13), òî ìû ïîëó÷èì ãèëü-
áåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñ âåñîì ρ(t). êîòîðîå îáû÷íî îáîçíà÷àþò L2,ρ

[a;b].

Ïðèìåðû
I. Â ïðîñòðàíñòâå L2,ρ

[−1;1] ïîëîæèì

ρ(t) = (1− t)α(1 + t)β, α > −1, β > −1.

Óñëîâèÿ, íàëîæåííûå íà ïîñòîÿííûå α è β îáåñïå÷èâàþò ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà (1.2.13) äëÿ
ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ èç L2,ρ

[−1;1].

Îðòîãîíàëèçàöèÿ ñèñòåìû ñòåïåíåé ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ìíîãî÷ëåíîâ ei(t), i = 1, 2, . . .,
êîòîðûå òîëüêî ÷èñëîâûì ìíîæèòåëåì îòëè÷àþòñÿ îò ìíîãî÷ëåíîâ ßêîáè:

J1(t) = 1, Jn+1(t) =
(−1)n

2nn!
(1− t)−α(1 + t)−β

dn

dtn
(1− t)α+n(1 + t)β+n.

Â ÷àñòíîñòè,
1.1. ïðè α = β = 0 ïîëó÷àåì ðàññìîòðåííûå âûøå ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà;

1.2. ïðè α = β = −1

2
ïîëó÷àåì ìíîãî÷ëåíû ×åáûø¼âà ïåðâîãî ðîäà, îðòîãîíàëüíûå ñ âåñîì

1√
1− t2

;

1.3. ïðè α = β =
1

2
ïîëó÷àåì ìíîãî÷ëåíû ×åáûø¼âà âòîðîãî ðîäà, îðòîãîíàëüíûå ñ âåñîì

√
1− t2.

II. Ïóñòü a = 0, b = +∞, ρ = e−t. Ýëåìåíò x ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2,ρ
[0;∞], åñëè

ñõîäèòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

∞∫
0

e−t|x(t)|2dt < +∞.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà ñòåïåíåé tn ïðèíàäëåæèò ýòîìó ïðîñòðàíñòâó.
Å¼ îðòîãîíàëèçàöèÿ ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ìíîãî÷ëåíîâ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè

×åáûø¼âà-Ëàãåððà è çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

Ln(t) =
1

n!
et
dn

dtn
(
e−t
)
.

Íåñêîëüêî ïåðâûõ ìíîãî÷ëåíîâ ýòîé ñèñòåìû ïðèâåäåíû íèæå:

L0 = 1, L1 = 1− t, L2 = 1− 2t− 1

2
t2, L3 = 1− 3t+

3

2
t2 − 1

6
t3.

III. Åñëè a = −∞, b = +∞, ρ = e−t
2
, òî îðòîãîíàëèçàöèÿ ñèñòåìû ñòåïåíåé â ïðîñòðàíñòâå

L2,ρ
[−∞;+∞] ïðèâîäèò ê ìíîãî÷ëåíàì Hn(t), êîòîðûå â ëèòåðàòóðå íàçûâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè

×åáûø¼âà-Ýðìèòà. Îíè îðòîíîðìèðîâàíû ñ âåñîì ρ = e−t
2
, ò.å.

∀m,n :

+∞∫
−∞

e−t
2
Hn(t)Hm(t)dt = δn,m

è ìîãóò áûòü íàéäåíû èç ñîîòíîøåíèÿ:

Hn(t) =
(−1)n

4
√
π
√

2nn!
et

2 dn

dtn

(
e−t

2
)
.

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ìíîãî÷ëåíû ×åáûø¼âà-Ýðìèòà èãðàþò âàæíóþ ðîëü, ò.ê. îïèñûâàþò
âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà (ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíê-
öèÿìè îïåðàòîðà Ãàìèëüòîíà, çàïèñàííîãî â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ.)

Êðîìå òîãî, â ëàçåðíîé ôèçèêå, à òî÷íåå - â òåîðèè îòêðûòûõ (îïòè÷åñêèõ) ðåçîíàòîðîâ,
ìíîãî÷ëåíû ×åáûø¼âà-Ýðìèòà îïèñûâàþò ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóäû â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè
ñîîòâåòñòâóþùåé ïîïåðå÷íîé ìîäû Ýðìèòà-Ãàóññà (ñîáñòâåííî, ïðîèçâåäåíèå îäíîãî èç ìíîãî-
÷ëåíîâ Ýðìèòà è ôóíêöèè Ãàóññà), õàðàêòåðíîé äëÿ îïòè÷åñêèõ ðåçîíàòîðîâ ñ ïðÿìîóãîëüíîé
ôîðìîé çåðêàë ðåçîíàòîðà.

Ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà L2
Ω. Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ïðîñòðàíñòâ

ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé ñ èíòåãðèðóåìûì êâàäðàòîì íà ïðîìåæóòêå ÿâ-
ëÿþòñÿ àíàëîãè÷íûå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, îïðå-
äåëåííûõ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå Ω ⊂ Rn.

Ïóñòü ôóíêöèÿ x(t) = x(t1, . . . , xn) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà ìíî-
æåñòâå Ω ⊂ Rn è ïóñòü îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ "èíòåãðèðóåìîñòè ñ
êâàäðàòîì" :∫

Ω

|x(t)|2dt =

∫∫
. . .

∫
|x(t1, . . . , tn)|2dt1 · · · dtn < +∞. (1.2.14)

Åñëè îáû÷íûì îáðàçîì ïîïîëíèòü ýòî ïðîñòðàíñòâî ïî íîðìå

‖x(t)‖ =

√∫∫
. . .

∫
|x(t1, . . . , tn)|2dt1 · · · dtn,
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ïîðîæäåííîé ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì:

〈x|y〉 =

∫∫
. . .

∫
x(t1, . . . , tn)y(t1, . . . , tn)dt1 · · · dtn,

òî ìû ïîëó÷èì ãèëüáåðòîâî (ò.å. ïîëíîå, ñåïàðàáåëüíîå, ñî ñêàëÿðíûì ïðî-
èçâåäåíèåì) ïðîñòðàíñòâî, îáû÷íî îáîçíà÷àåìîå L2

Ω.
Ïðèìåðû
1. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä: Ω = {t ∈ Rn : −π ≤ ti ≤ π, }
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé ej1,j2,...,jn , jk = 0,±1,±2, . . . ,±r, . . . , k = 1, 2, . . . n,

çàäàâàåìûõ ñîîòíîøåíèÿìè

ej1,j2,...,jn =
1

(2π)
n
2

ei〈j|t〉 =
1

(2π)
n
2

ei(j1t1+j2t2+···+jntn)

îðòîíîðìèðîâàíà è ïîëíà â L2
Ω. Ðÿä Ôóðüå ïî ýòîé ñèñòåìå íàçûâàåòñÿ êðàòíûì òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêèì ðÿäîì.
Êàê áûëî óñòàíîâëåíî âûøå, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x èç L2

Ω ðÿä, ñ êîýôôèöèåíòàìè

xj1,j2,...,jn = 〈x|ej1,j2,...,jn〉 =
1

(2π)
n
2

∫∫
. . .

∫
x(t1, . . . , tn)ei(j1t1+j2t2+···+jntn)dt1 · · · dtn

ñõîäèòñÿ ê ýòîìó ýëåìåíòó, è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ýëåìåíò ïðåäñòàâèì â âèäå:

x =
1

(2π)
n
2

∞∑
j1=−∞

∞∑
j2=−∞

· · ·
∞∑

jn=−∞
xj1,j2,...,jne

i(j1t1+j2t2+···+jntn).

1.3. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ. Ïóñòü X = {x, ...} è Y = {y, ...} ïðîèç-
âîëüíûå ìíîæåñòâà. Ïðÿìûì èëè äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ
X è Y íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæ-
íûå óïîðÿäî÷åííûå ïàðû ýëåìåíòîâ ýòèõ ìíîæåñòâ. Îáîçíà÷àåòñÿ ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå òàêX×Y . Ïî îïðåäåëåíèþX×Y = {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y }.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå íåñêîëüêèõ (â òîì
÷èñëå è â áåñêîíå÷íîì êîëè÷åñòâå) ìíîæåñòâ

X × Y × . . .× Z = {(x, y, . . . z) : x ∈ X, y ∈ Y, . . . z ∈ Z}

è ñòåïåíè ìíîæåñòâà X: Xn = X ×X × . . .×X. Çäåñü n ∈ N.
Íàïðèìåð, åäèíè÷íûé êóá In â Rn ÿâëÿåòñÿ n-îé ñòåïåíüþ åäèíè÷íîãî

îòðåçêà [0; 1], à êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî Rn ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
n-àÿ ñòåïåíü ÷èñëîâîé ïðÿìîé R, åãî æå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ Rm è Rl, åñëè òîëüêî m+ l = n.
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Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü òåïåðü (X,µx) è
(Y, µy) � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.

Ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (X,µx) è (Y, µy) íà-
çûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Z, µz) = (X,µx)× (Y, µy), ýëåìåíòàìè
z êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ X × Y : z = (x, y),
à ìåòðèêà çàäàíà îäíèì èç ñîîòíîøåíèé: åñëè z1 = (x1, y1), à z2 = (x2, y2),
òî

I. µz(z1, z2) =
√
µ2
x(x1, x2) + µ2

y(y1, y2);

II. µz(z1, z2) = µx(x1, x2) + µy(y1, y2);

III. µz(z1, z2) = max{µx(x1, x2);µy(y1, y2)}.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ I, II è III çàäàþò ìåòðèêó è ýòè
ìåòðèêè ýêâèâàëåíòíû.

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ.

Åñëè (L1, ‖ · ‖1) è (L2, ‖ · ‖2) � ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, òî
ïîä ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ïîíèìàþò ïðîñòðàíñòâî

(L, ‖ · ‖) = (L1, ‖ · ‖1)× (L2, ‖ · ‖2).

ýëåìåíòû êîòîðîãî � óïîðÿäî÷åííûå ïàðû ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâåííî, ìíî-
æåñòâ L1, L2, ëèíåéíàÿ ñòðóêòóðà îïðåäåëÿåòñÿ ïîêîìïîíåíòíî, � åñëè
z1, z2 ∈ L, zi = (xi, yi), òî z1 + z2 = (x1 + x2, y1 + y2, λz = (λx, λy), à
íîðìà â L ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ëþáûì èç ñîîòíîøåíèé:

I. ‖z‖ =
√
‖x‖2 + ‖y2‖;

II. ‖z‖ = ‖x‖+ ‖y‖;

III. ‖z‖ = max{‖x‖, ‖y‖}.

Íàïðèìåð, äåêàðòîâ êâàäðàò ïðîñòðàíñòâà C[a;b] � ýòî ïðîñòðàíñòâî,
ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ äâóõêîìïîíåíòíûå âåêòîð-ôóíêöèè z =
(ϕ(t);ψ(t)) ñ íîðìîé, çàäàâàåìîé ñîîòíîøåíèåì

‖z‖ = max{max
a≤t≤b

|ϕ(t)|; max
a≤t≤b

|ψ(t)|}, t ∈ [a; b].

Îòìåòèì, ÷òî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ � áàíàõîâî ïðî-
ñòðàíñòâî.
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Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Åñëè H1 è H2 � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè
〈x|y〉1 è 〈u|v〉2, òî èõ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñòðîèòñÿ ïî ñõåìå, ðàññìîò-
ðåííîé âûøå, ïðè ýòîì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: äëÿ ïðîèçâîëüíûõ z1 = (x, u), z2 = (y, v) ∈ H1 ×H2 ïîëàãàþò

〈z1|z2〉 = 〈x|y〉1 + 〈u|v〉2.

Âñå àêñèîìû ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ëåãêî ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû.

Íàïðèìåð, ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå l2 × Rn ñîâïàäàåò ñ l2.

1.4. Ïðÿìàÿ ñóììà

Ïðÿìàÿ ñóììà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ. Êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ.

Ïóñòü L1, L2, . . . , Ln ïðîèçâîëüíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà. Èõ ïðÿìîé ñóì-
ìîé íàçîâåì ïðîñòðàíñòâî L, ýëåìåíòû êîòîðîãî � ýëåìåíòû ïðÿìîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ L = L1⊗L2⊗ · · · ⊗Ln, ò.å., óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû x ýëåìåíòîâ
xk : x = {x1, x2, . . . , xn}, à ëèíåéíàÿ ñòðóêòóðà íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè
ïðîñòðàíñòâ Lk çàäàåòñÿ ïîêîìïîíåíòíûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ íà ÷èñëî:

x+ y = {x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn}, λ · x = {λx1, λx2, . . . , λxn.}

Åñëè ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà Lk, ïîìèìî ëèíåéíîé, íàäåëåíû åùå è
ñòðóêòóðîé íîðìèðîâàííîãî èëè ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, òî, êàê ïîêàçà-
íî âûøå, èõ ïðÿìàÿ ñóììà òàêæå ìîæåò áûòü íàäåëåíà ýòèìè ñòðóêòóðàìè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ ïðÿìàÿ ñóì-
ìà è ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿþòñÿ èäåíòè÷íûìè êîíñòðóêöèÿìè.

Â ðàìêàõ ïðÿìîé ñóììû ïðîñòðàíñòâà-ñëàãàåìûå Lk åñòåñòâåííî îòîæ-
äåñòâëÿþòñÿ ñ ïîäïðîñòðàíñòâàìè L̃k ïðîñòðàíñòâà L, îáðàçîâàííûìè óïî-
ðÿäî÷åííûìè íàáîðàìè x = {�, . . . ,�, xk,�, . . . ,�}, â êîòîðûõ âñå êîìïî-
íåíòû, êðîìå, áûòü ìîæåò k-îé, íóëè. Ïðè òàêîì îòîæäåñòâëåíèè L îêà-
çûâàåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ñâîèõ ïîäïðîñòðàíñòâ â òîì ñìûñëå, ÷òî

1.
n⋃
k=1

L̃k = L, L̃k ∩ L̃s = �, k 6= s;

2. ∀xk ∈ Lk x1 + x2 + · · ·+ xn =
n∑
k=1

xk = � ⇔ x1 = x2 = · · · = xn = �.
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Äëÿ äàëüíåéøåãî âàæíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè ïðîñòðàíñòâà-ñëàãàåìûå �
ãèëüáåðòîâû Lk = Hk, òî òàê îïðåäåëåííàÿ ñóììà îáëàäàåò ñâîéñòâîì îð-
òîãîíàëüíîñòè � ∀ k 6= s : H̃k⊥H̃s, ò.å.

∀x ∈ Hk, y ∈ Hs : 〈x|y〉L = 0

è íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðÿìîé ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâ H̃k ãèëüáåð-
òîâà ïðîñòðàíñòâà H. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, ñïðàâåäëèâà
òåîðåìà Ïèôàãîðà

∀x ∈ H : ‖x‖2
H =

n∑
k=1

‖xk‖2
Hk

Ðàçëîæåíèå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ.

Ïóñòü L � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, L1, L2, . . . , Ln åãî � ïîäïðîñòðàíñòâà,
îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. L1 ∪ L2 ∪ · · · ∪ Ln =
n⋃
k=1

Ln = L;

2. ∀xk ∈ Lk x1 + x2 + · · ·+ xn =
n∑
k=1

xk = � ⇔ x1 = x2 = · · · = xn = �.

Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî L ðàçëîæåíî â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðî-
ñòðàíñòâ Lk è çàïèñûâàþò ýòî îáñòîÿòåëüñòâî òàê

L = L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕ Ln =
n⊕
k=1

Lk.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðÿìûå ñëàãàåìûå Lk íå èìåþò îáùèõ ýëåìåíòîâ, êðîìå
íóëåâîãî Lk ∩ Ls = �, k 6= s, è ïðè ýòîì âñÿêèé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà L
åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëå-
æàùèõ ïðîñòðàíñòâàì-ñëàãàåìûì:

∀x ∈ L ∃! {xk ∈ Lk, k = 1, 2, . . . n} : x = x1 + x2 + · · ·+ xn.

J Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íåêîòîðûé ýëåìåíò x ∈ L ïðåäñòàâèì äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ðàçëî-
æåíèÿìè:

x = x1 + x2 + · · ·+ xn = y1 + y2 + · · ·+ yn,

òî, âû÷èòàÿ îäíî èç äðóãîãî, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

(x1 − y1) + (x2 − y2) + · · ·+ (xn − yn) = �,

êîòîðîå (â ñèëó ñâîéñòâà 2) âîçìîæíî ëèøü åñëè xk − yk = �, îòêóäà è ñëåäóåò èñêîìîå. I
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Ïðèìåðû
I. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, L � åãî ïîäïðîñòðàíñòâî, L⊥ � îðòîãîíàëüíîå äî-

ïîëíåíèå ê ïîäïðîñòðàíñòâó L. Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ek} â L è äîïîëíèì åãî äî
áàçèñà â H îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì {e′s} â L⊥. Ëþáîé âåêòîð èç H åäèíñòâåííûì îáðàçîì
ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ, îäíî èç êîòîðûõ èç L, à äðóãîå � èç îðòîãîíàëüíîãî
äîïîëíåíèÿ L⊥:

x =
∑

xkek +
∑

x′se
′
s = xL + xL⊥ .

Ò.î., êàêîâî áû íè áûëî ïîäïðîñòðàíñòâî L, ïðîñòðàíñòâî H âñåãäà äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â
îðòîãîíàëüíóþ ïðÿìóþ ñóììó L è L⊥: H = L ⊕ L⊥. Ýëåìåíò xL íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé

ïðîåêöèåé ýëåìåíòà x íà ïîäïðîñòðàíñòâî L è îáîçíà÷àåòñÿ = PL(x).

Íåêîòîðûå, î÷åâèäíûå ñâîéñòâà îïåðàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ ïðèâåäåíû íèæå.

1. Åñëè x ∈ L, òî PL(x) = x;

2. åñëè x ∈ L⊥, òî PL(x) = �;

3. ‖x‖2 = ‖PL(x)‖2 + ‖PL⊥(x)‖2;

4. P2
L(x) = PL(PL(x)) = PL(x);

5. Ïóñòü e, ‖e‖ = 1 � ïðîèçâîëüíûé íîðìèðîâàííûé âåêòîð èç H. Åñëè L = {x ∈ H : x =
λe}, òî PL(y) = 〈e|y〉 · e, ∀y ∈ H.

II. Åñëè â êà÷åñòâå L âçÿòü R3, â êà÷åñòâå L1 = {x ∈ R3 : x2 = x3 = 0}, à â êà÷åñòâå
L2 = {x ∈ R3 : x1 = 0}, òî ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå R3 = L1 ⊕ L2.

III. Åùå îäèí èíòåðåñíûé ïðèìåð ðàçëîæåíèÿ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà â ïðÿìóþ ñóììó
ïîäïðîñòðàíñòâ ñòðîèòñÿ òàê: âîçüìåì îòðåçîê [0; 1] è ðàçîáúåì åãî íà n ÷àñòåé [0; 1] = [0, a1)+
[a1; a2)+· · ·+[an−1; 1]. Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâî L2

[0;1] áóäåò ïðÿìîé ñóììîé

ïîäïðîñòðàíñòâ L2
[ak−1;ak), a0 = 0, an = 1.

Âñå ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû � ýòî ðàçëîæåíèÿ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ â ïðÿìóþ îðòî-

ãîíàëüíóþ ñóììó èõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Ëåãêî ïðèâåñòè ïðèìåð íåîðòîãîíàëüíîé ïðÿìîé ñóììû.

IV. Ïóñòü H = R2,

H1 = {(t, 0), t ∈ R}, H2 = {(τ, τ), τ ∈ R.}

Ëþáîé âåêòîð x = (x1, x2) îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå

x = (x1 − x2, 0) + (x2, x2), (x1 − x2, 0) ∈ H1, (x2, x2) ∈ H2

è, òåì ñàìûì, H = H1 ⊕H2, íî ýòà ïðÿìàÿ ñóììà îðòîãîíàëüíîé íå ÿâëÿåòñÿ.

Êîíñòðóêöèÿ ïðÿìîãî ñóììèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâ (ïîäïðîñòðàíñòâ) ìî-
æåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíà è íà ñëó÷àé áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ñëàãàåìûõ
� ñ÷åòíîãî èëè äàæå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîãî.

Ðàññìîòðèì, êàê ðåàëèçóåòñÿ êîíñòðóêöèÿ ñ÷åòíîãî ïðÿìîãî ñóììèðî-
âàíèÿ â ñëó÷àå áàíàõîâûõ è ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ñ÷åòíàÿ ïðÿìàÿ ñóììà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ

Ïóñòü L1, L2, . . . , Ln, . . . � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà.
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Ïîëîæèì L � ïðîñòðàíñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî ñ÷åòíûå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè x ýëåìåíòîâ xk ∈ Lk, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå
∞∑
k=1

‖xk‖Lk < ∞:

L =

{
x|xk ∈ Lk,

∞∑
k=1

‖xk‖Lk < +∞

}
.

Óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ x ∈ L íà ÷èñëî λ è ñëîæåíèå îïðåäåëèì ïîêîìïî-
íåíòíî:

λ · x = {λx1, . . . , λxn, . . .}, x+ y = {x1 + y1, . . . , xn + yn, . . .}

è, òåì ñàìûì, çàäàäèì íà L ëèíåéíóþ ñòðóêòóðó. Åñëè òåïåðü çàäàòü íîðìó
ñîîòíîøåíèåì

‖x‖ =
∞∑
k=1

‖xk‖Lk,

òî L ñòàíîâèòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì, êîòîðîå è íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíîé
ïðÿìîé ñóììîé áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ Lk:

L =
∞⊕
k=1

Lk.

Åñëè îòîæäåñòâèòü ïðîñòðàíñòâà Lk ñ ïîäïðîñòðàíñòâàìè ïðîñòðàíñòâà L,
êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê L̂k = {x ∈ L : xs = �, s 6= k}, òî ëåãêî âèäåòü,
÷òî, êàê è â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ, âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

L =
∞⋃
k=1

L̂k, L̂s ∩ L̂k = �, k 6= s

è âñÿêèé ýëåìåíò x ∈ L åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå

x = x1 + x2 + · · ·+ xn + · · · , xk ∈ L̂k.

Åñëè Lk = R, k = 1, 2, . . . òî, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, èõ ñ÷åòíàÿ ïðÿìàÿ ñóììà ìîæåò áûòü

îòîæäåñòâëåíà ñ âåùåñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì l1 ñóììèðóåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, òàê ÷òî

l1 = R⊕ R⊕ · · · .

Ñ÷åòíàÿ ïðÿìàÿ ñóììà ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ

Ïóñòü H1, H2, . . . , Hn, . . . � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà.
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Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî H êàê ñîâîêóïíîñòü ñ÷åòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé x ýëåìåíòîâ xk ∈ Hk, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå
∞∑
k=1

‖xk‖2
Hk
< ∞:

L =

{
x = {x1, x2, . . .}|xk ∈ Hk,

∞∑
k=1

‖xk‖2
Hk
< +∞

}
.

Óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ x ∈ H íà ÷èñëî λ è ñëîæåíèå îïðåäåëèì, êàê è äëÿ
áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ïîêîìïîíåíòíî:

λ · x = {λx1, . . . , λxn, . . .}, x+ y = {x1 + y1, . . . , xn + yn, . . .}.

Åñëè òåïåðü çàäàòü ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå ñîîòíîøåíèåì

〈x|y〉H =
∞∑
k=1

〈xk|yk〉Hk
,

ãäå 〈xk|yk〉Hk
� ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Hk, òî H ñòàíîâèòñÿ ãèëüáåðòî-

âûì ïðîñòðàíñòâîì, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíîé ïðÿìîé ñóììîé ãèëüáåð-
òîâûõ ïðîñòðàíñòâ Hk:

H =
∞⊕
k=1

Hk.

Êàæäîå èç ñëàãàåìûõ Hk åñòåñòâåííî îòîæäåñòâèòü ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì
H̃k, êîòîðîå ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ x ∈ H, âñå êîìïîíåíòû êîòîðûõ íóëè, çà
èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîìïîíåíòû ñ íîìåðîì k: H̃k = {x ∈ H : xs =
� ∀s 6= k}. Ïðè òàêîì îòîæäåñòâëåíèè ñëàãàåìûå ïðÿìîé ñóììû áóäóò îð-
òîãîíàëüíûìè äðóã äðóãó: H̃k⊥H̃s, k 6= s è ñóììà íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëü-

íîé ïðÿìîé ñóììîé, à ðàçëîæåíèå H =
∞⊕
k=1

H̃k � ðàçëîæåíèåì ãèëüáåðòîâà

ïðîñòðàíñòâà â îðòîãîíàëüíóþ ïðÿìóþ ñóììó åãî ïîäïðîñòðàíñòâ.

Åñëè H =
∞⊕
k=1

H̃k � ðàçëîæåíèå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà â îðòîãîíàëü-

íóþ ïðÿìóþ ñóììó, òî âñÿêèé ýëåìåíò èç H åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåä-
ñòàâèì â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

x = x1 + x2 + · · ·+ xn + · · · , xk ∈ H̃k

è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (òåîðåìà Ïèôàãîðà) ‖x‖2
H =

∞∑
k=1

‖xk‖2
H.

Ïðèìåð. Åñëè Lk = R, k = 1, 2, . . . òî, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, èõ ñ÷åòíàÿ ïðÿìàÿ ñóììà
ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíà ñ âåùåñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì l2 ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé, òàê ÷òî l2 = R⊕ R⊕ · · · .
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Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî áàíàõîâà ïðÿìàÿ ñóììà îòëè÷àåòñÿ îò ãèëüáåðòîâîé

â ñëó÷àå ñ÷åòíîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ, â òî âðåìÿ êàê, â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ñóììèðîâàíèÿ, ýòè

ñóììû ñîâïàäàþò.

Êîîðäèíàòû ýëåìåíòà ñ÷åòíîé ïðÿìîé ñóììû.

Ïóñòü ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H ðàçëîæåíî â îðòîãîíàëüíóþ ñ÷åòíóþ
ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ Hk, k = 1, 2, . . .:

H = H1 ⊕H2 ⊕ · · · ⊕Hk ⊕ · · · .

Ïîëîæèì n(k) = dimHk, n(k) = 1, 2, . . . ,+∞. Â êàæäîì èç ïðîñòðàíñòâ
Hk åñòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {esk, s = 1, 2, . . . , n(k)}, òàêîé, ÷òî âñÿ-
êèé ýëåìåíò xk èç Hk ïðåäñòàâèì â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà40

xk = x1
ke

1
k + x2

ke
2
k + · · · .

Òîãäà îáúåäèíåíèå âñåõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ

E = {esk, k = 1, 2, . . . , s = 1, 2, . . . , n(k)},

îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå H.
J Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ïðÿìîé ñóììû, âåêòîðû esk ïîïàðíî îðòîãîíàëü-

íû ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñîâ k, åñëè òîëüêî èíäåêñû s ó íèõ ðàçëè÷íû, à äëÿ ñîâïàäà-
þùèõ s esk⊥esn, k 6= n, ÷òî ñëåäóåò èç îðòîãîíàëüíîñòè âûáðàííîãî â Hk áàçèñà. Íîðìèðîâàí-
íîñòü ñèñòåìû {esk, s = 1, 2, . . . , n(k), k = 1, 2, . . .} î÷åâèäíà.

Åñëè x ∈ H, òî îí åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó x =
∞∑
k=1

xk, xk ∈ Hk, à

êàæäîå ñëàãàåìîå xk ∈ Hk, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðåäñòàâèìî â âèäå xk =

n(k)∑
s=1

xske
s
k, îòêóäà äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî x ∈ H ïîëó÷àåì:

x =

∞∑
k=1

xk =

∞∑
k=1

n(k)∑
s=1

xske
s
k.

Êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðàçëîæåíèÿ � êîîðäèíàòû âåêòîðà � ìîãóò áûòü íàéäåíû îáû÷íûì îá-

ðàçîì � xsk = 〈esk|x〉. I

1.5. Íåïðåðûâíàÿ ïðÿìàÿ ñóììà (èíòåãðàë)

ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ

Ðàñïðîñòðàíèì ïîíÿòèå îðòîãîíàëüíîé ïðÿìîé ñóììû ãèëüáåðòîâûõ
ïðîñòðàíñòâ íà ñëó÷àé, êîãäà êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

40Èëè êîíå÷íîé ñóììû â ñëó÷àå n(k) <∞.
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Ïóñòü A ∈ R íåêîòîðîå (ì.á., íåñ÷åòíîå,) ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë41, íà êîòîðîì çàäàíà ìåðà µ. Îáû÷íûì îáðàçîì (íàïðè-
ìåð, [3],) äëÿ ëþáîé µ-èçìåðèìîé ÷èñëîâîé ôóíêöèè ϕ(α) íà A îïðåäåëèì

èíòåãðàë

∫
A

ϕ(α)dµ(α).

Âàæíûìè äëÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ÷àñòíûå ñëó÷àè.

1. A = {αk} � êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé, µ(αk) = 1,∫
A

ϕ(α)dµ(α) =
∑
k

ϕ(αk).

2. A = {α : α ∈ [a; b]} � îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé, µ(α) � ìåðà Ëåáåãà,

∫
A

ϕ(α)dµ(α) =∫
[a;b]

ϕ(α)dα � èíòåãðàë Ëåáåãà.

Ïóñòü êàæäîìó çíà÷åíèþ α ∈ A ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî Hα ðàçìåðíîñòè nα

42.
Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé nα íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî43.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå íå áîëåå
ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ Ak ïîëî-
æèòåëüíîé ìåðû44 è òàêèõ, ÷òî ðàçìåðíîñòü ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ Hα

îäíà è òà æå ∀α ∈ Ak
A = A1 +A2 + · · ·+Ak + · · · , ∀α ∈ Ak : nα = nk.

Ïðè ýòîì óïîìÿíóòûé âûøå èíòåãðàë ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå∫
A

ϕ(α)dµ(α) =
∞∑
k=1

∫
Ak

ϕ(α)dµ(α).

Ïóñòü, äàëåå, x = {x(α)} � âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ïî÷òè âñþäó
íàA, è ïðèíèìàþùàÿ â êàæäîé òî÷êå α çíà÷åíèå èç ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàí-
ñòâà Hα:

x = {x(α)} : A → Hα.

Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðíûìè ôóíêöèÿìè îïðåäåëèì ïîêîìïî-
íåíòíî, ïîëîæèâ

x + y = {x(α) + y(α)}, λ · x = {λx(α)},
41Îáùóþ êîíñòðóêöèþ íåïðåðûâíîé ïðÿìîé ñóììû ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèç-

âîëüíîãî èíäåêñíîãî ìíîæåñòâà A ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãå [7].
42Äðóãèìè ñëîâàìè, ñåìåéñòâî ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ çàíóìåðîâàíî òî÷êàìè ìíîæåñòâà A.
43Ðàçìåðíîñòü ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ëèáî +∞.
44Èñêëþ÷àÿ, òåì ñàìûì, âîçìîæíîñòü íåèçìåðèìîñòè êàêèõ-òî èç ìíîæåñòâ
Ak = {α ∈ A : dimHα = nk = const}.
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à ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå x íà y çàäàäèì ñîîòíîøåíèåì

〈x|y〉 =
∞∑
k=1

∫
Ak

〈x(α)|y(α)〉Hk
dµ(α).

Ñîâîêóïíîñòü âåêòîðíûõ ôóíêöèé x, äîïîëíèòåëüíî óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ 〈x|x〉 = ‖x‖2 < +∞, ñ òàê îïðåäåëåííûìè ëèíåéíûìè îïåðà-
öèÿìè è ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, íàçîâåì íåïðåðûâíîé ïðÿìîé ñóììîé
(èíòåãðàëîì) ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ Hα. Îáîçíà÷åíèå

H =

∫
A

Hαdµ(α).

Ëåãêî óñòàíîâèòü ([7]), ÷òî H � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ïðèìåðû. I. Åñëè A = {αk} � êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê íà ÷èñëîâîé ïðÿ-
ìîé, µ(αk) = 1, Hk � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà, òî H â ýòîì ñëó÷àå � ðàññìîòðåííàÿ âûøå
êîíå÷íàÿ èëè ñ÷åòíàÿ ïðÿìàÿ ñóììà ïðîñòðàíñòâ Hk.

II. Åñëè A = {α : α ∈ [a; b]} � îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé, µ(α) � ìåðà Ëåáåãà, Hα ≡ R, òî H
� ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî L2

[a;b].

III. Åñëè, êàê è âûøå, A = {α : α ∈ [a; b]} � îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé, µ(α) � ìåðà

Ëåáåãà, Hα ≡  L2
[c;d], òî â ýòîì ñëó÷àå H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî L2

[a;b]×[c;d] ôóíêöèé äâóõ

ïåðåìåííûõ, îïðåäåëåííûõ íà ïðÿìîóãîëüíèêå [a; b]× [c; d] è èíòåãðèðóåìûõ òàì ñ êâàäðàòîì.

Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äðóãàÿ (ò.í. êîîðäèíàòíàÿ) ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ ýëå-
ìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà H, êîãäà êàæäûé ýëåìåíò (ò.å., âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ x) íåïðåðûâíîé ïðÿ-
ìîé ñóììû îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ÷èñëîâîé ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {ak(α)}∞k=1,
ýëåìåíòû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

∞∑
k=1

∫
A

|ak(α)|2dµ(α) < +∞, ak(α) = 0, k > n(α).

Ïîäðîáíåå îá ýòîì � â êíèãå [8]

1.6. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå

Ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü L1 è L2 � ëèíåéíûå âåêòîð-
íûå ïðîñòðàíñòâà. Ýëåìåíòû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâî-
ëàìè x (åñëè ïîíàäîáèòñÿ � ñ èíäåêñàìè) â ñëó÷àå x ∈ L1 è y, â ñëó÷àå
y ∈ L2.
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Ðàññìîòðèì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå L1 × L2 � ñîâîêóïíîñòü óïîðÿäî÷åí-
íûõ ïàð (x; y), x ∈ L1, y ∈ L2. Äëÿ êàæäîé òàêîé ïàðû ïðèìåì îáîçíà-
÷åíèå45 x⊗ y.

Ñóììîé äâóõ ïàð x1⊗y1 è x2⊗y2 íàçîâåì ôîðìàëüíîå46 âûðàæåíèå âèäà
x1⊗ y1 +x2⊗ y2. Çàìåòèì, ÷òî ñóììà � íîâûé îáúåêò, îáðàçîâàííûé äâóìÿ
óïîðÿäî÷åííûìè ïàðàìè è ñàì óïîðÿäî÷åííîé ïàðîé íå ÿâëÿþùèéñÿ. Äëÿ
ëþáîãî ÷èñëà ïîëîæèì λ · (x ⊗ y) = (λx) ⊗ y = x ⊗ (λy). Ïîòðåáóåì,
÷òîáû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî îáëàäàëè ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

1. x1 ⊗ y1 + x2 ⊗ y2 = x2 ⊗ y2 + x1 ⊗ y1;

2. (x1 + x2)⊗ y = x1 ⊗ y + x2 ⊗ y; x⊗ (y1 + y2) = x⊗ y1 + x⊗ y2;

3. λ(x1 ⊗ y1 + x2 ⊗ y2) = λ(x1 ⊗ y1) + λ(x2 ⊗ y2).

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî L âñåõ êîíå÷íûõ ôîðìàëüíûõ âûðàæåíèé (ñëîâ),
êîòîðûå ìîæíî îáðàçîâàòü èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð îïðåäåëåííûì âûøå ñïî-
ñîáîì:

L = {z : z = λ1x1 ⊗ y1 + λ2x2 ⊗ y2 + · · ·+ λnxn ⊗ yn, xi ∈ L1, yi ∈ L2.}

Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî L � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ðîëü íóëåâîãî
ýëåìåíòà èãðàåò ïàðà 0z = 0x ⊗ 0y, à ïðîòèâîïîëîæíûì ê ýëåìåíòó z =
x1 ⊗ y1 + x2 ⊗ y2 + · · · + xn ⊗ yn áóäåò ýëåìåíò −z = (−1)(x1 ⊗ y1 + x2 ⊗
y2 + · · ·+ xn ⊗ yn).

Òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì L1 ⊗ L2 ïðîñòðàíñòâ L1 è L2 íàçûâàþò ïðî-
ñòðàíñòâî L, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûå ôîðìàëüíûå
âûðàæåíèÿ âèäà z = λ1x1⊗y1 +λ2x2⊗y2 + · · ·+λnxn⊗yn ñ îïðåäåëåííûìè
âûøå îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ

z1 +z2 = (x1⊗y1 +x2⊗y2 + · · ·+xn⊗yn)+(x′1⊗y′1 +x′2⊗y′2 + · · ·+x′m⊗y′m) =

x1 ⊗ y1 + x2 ⊗ y2 + · · ·+ xn ⊗ yn + x′1 ⊗ y′1 + x′2 ⊗ y′2 + · · ·+ x′m ⊗ y′m

è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî

λz = λ(x1 ⊗ y1 + x2 ⊗ y2 + · · ·+ xn ⊗ yn) =
n∑
1

(λxi)⊗ yi.

45Çàìåòèì, ÷òî ìû ïîêà íå ïðèäàåì ñèìâîëó ⊗ íèêàêîãî îïåðàöèîííîãî ñìûñëà, ýòî ïðîñòî çíà÷îê,
ñâèäåòåëüñòâóþùèé, ÷òî ýëåìåíò x ∈ L1 îáúåäèí¼í â óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó ñ ýëåìåíòîì y ∈ L2.

46Çíà÷îê "+"íè÷åãî íå îáîçíà÷àåò, êðîìå òîãî, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò îá îáúåäèíåíèè äâóõ ñèìâîëîâ
â íåêîòîðûé íîâûé êîìïëåêñ, óñëîâíî íàçûâàåìûé ñóììîé
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Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé êîíñòðóêöèþ òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâ. Ïóñòü L1 = Rm, L2 = Rk.

x =


x1

x2

· · ·
xm

 , y =


y1

y2

· · ·
yk


Äëÿ êàæäîé ïàðû x, y îïðåäåëèì îïåðàöèþ "ñïàðèâàíèÿ"ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

∀x ∈ Rm, y ∈ Rk ⇒ x⊗ y =


x1

x2

· · ·
xm

 · ( y1 y2 · · · yk
)

=


x1y1 x1y2 · · · x1yk
x2y1 x2y2 · · · x2yk
· · · · · · · · · · · ·
xmy1 xmy2 · · · xmyk

 ,

ïîñòàâèâ ýòîé ïàðå â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöó ôîðìàòà [m× k]. Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ïðè ýòîì
àáñòðàêòíàÿ îïåðàöèÿ "+" ïðåðàùàåòñÿ â îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ ìàòðèö, îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ
íà ÷èñëî � â îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà ÷èñëî, è îáå îïåðàöèè óäîâëåòâîðÿåò âñåì
òðåáîâàíèÿì, îãîâîðåííûì âûøå.

Òàêèì îáðàçîì, çàêëþ÷àåì, ÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå Rm⊗Rk îêàçûâàåòñÿ ( ñ òî÷íîñòüþ
äî èçîìîðôèçìà) ïðîñòðàíñòâîì ìàòðèö ôîðìàòà [m× k].

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ òåíçîð-
íîå ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîñòðàíñòâ

L = L1 ⊗ . . .⊗ Ln,

â òîì ÷èñëå è òåíçîðíàÿ ñòåïåíü ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà: L⊗· · ·⊗L = Ln⊗.
Òàê, íàïðèìåð, ýëåìåíòàìè òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ ïðîñòðàíñòâ
L1 ⊗ L2 ⊗ L3 ÿâëÿþòñÿ ôîðìàëüíûå êîìïëåêñû

x1 ⊗ y1 ⊗ z1 + . . .+ xn ⊗ yn ⊗ zn,

ãäå xi � ýëåìåíòû L1, yi � ýëåìåíòû L2 è zi � ýëåìåíòû L3. Îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ êîìïëåêñîâ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî çàäàþòñÿ òàê æå, êàê è âûøå.

Òåíçîðíîå óìíîæåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè: (L1⊗L2)⊗
L3 = L1 ⊗ (L2 ⊗ L3), îäíàêî íåêîììóòàòèâíî: L1 ⊗ L2 6= L2 ⊗ L1.

Ïðîèçâåäåíèå ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Îñîáûé èíòåðåñ äëÿ ôèçèêè
ïðåäñòàâëÿåò êîíñòðóêöèÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ñèòóàöèè, êîãäà ïðî-
ñòðàíñòâà - ìíîæèòåëè íàäåëåíû íåêîòîðîé ñòðóêòóðîé. Íàïðèìåð, åñëè
ïðîñòðàíñòâà - ñîìíîæèòåëè � ãèëüáåðòîâû, òî õîòåëîñü áû, ÷òîáû èõ òåí-
çîðíîå ïðîèçâåäåíèå òîæå äîïóñêàëî ñòðóêòóðó ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà.
Íèæå ìû ðàññìîòðèì, êàê ñòðóêòóðû ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿ-
þòñÿ íà òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè.
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Ïóñòü H1,H2 � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà ñ ýëåìåíòàìè x ∈ H1, y ∈
H2, ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè 〈x1|x2〉1 è 〈y1|y2〉2 è îðòîíîðìèðîâàííûìè
áàçèñàìè {ei}∞1 ∈ H1, {gi}∞1 ∈ H2 ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû
u⊗v ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿH1⊗H2 è îïðåäåëèì ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ
ϕuv(x, y) íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè ïî ïðàâèëó:

u⊗ v = ϕuv(x, y) = 〈u|x〉〈v|y〉.

Äâà ôîðìàëüíî ðàçëè÷íûõ47 ýëåìåíòà u1⊗v1 è u2⊗v2 áóäåì ñ÷èòàòü èäåí-
òè÷íûìè, åñëè

∀x ∈ H1, y ∈ H2 : ϕu1v1 ≡ ϕu2v2

è â äàëüíåéøåì íå áóäåì èõ ðàçëè÷àòü.
Íàïðèìåð, ïàðû 01 ⊗ v, u⊗ 02, 01 ⊗ 02, ãäå 01, 02 � íóëåâûå ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâ H1,H2, ñ

óïîìÿíóòîé òî÷êè çðåíèÿ íåðàçëè÷èìû.

Äàëåå, ðàññìîòðèì êîíå÷íûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïàð u⊗v ýëåìåíòîâ
u ∈ H1 è v ∈ H2:

z = λ1u1 ⊗ v1 + λ2u2 ⊗ v2 + · · ·+ λnun ⊗ vn

ñ îãîâîðåííûìè âûøå ïðàâèëàìè îòîæäåñòâëåíèÿ, ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
íà ÷èñëà.

Ýòî ïðîñòðàíñòâî áóäåì íàçûâàòü àëãåáðàè÷åñêèì òåíçîðíûì ïðîèçâå-
äåíèåì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ H1,H2.

Äëÿ "îäíî÷ëåííûõ" êîìïëåêñîâ z1 = u1 ⊗ v1, z2 = u2 ⊗ v2 ïîëîæèì

〈z1|z2〉 = 〈u1|u2〉1 · 〈v1|v2〉2. (1.6.1)

Äëÿ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ïîòðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñâîéñòâî àääè-
òèâíîñòè è îäíîðîäíîñòè óìíîæåíèÿ:

〈z1 + z2|z3〉 = 〈z1|z3〉+ 〈z2|z3〉, 〈z1|λz2〉 = λ〈z1|z2〉.

Òàê îïðåäåëåííîå óìíîæåíèå î÷åâèäíî îáëàäàåò ñâîéñòâîì 〈z1|z2〉 =
〈z2|z1〉 è, êàê ñëåäñòâèå, ñâîéñòâîì 〈µz1|z2〉 = µ〈z1|z2〉.

Ïîêàæåì, ÷òî óìíîæåíèå (1.6.1) óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì, ïðåäú-
ÿâëÿåìûì ê ñêàëÿðíîìó óìíîæåíèþ.

Cîãëàøåíèå îá îòîæäåñòâëåíèè ýëåìåíòîâ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî îäèí è
òîò æå ýëåìåíò ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ðàçëè÷-
íûõ ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó, ïåðâûì äåëîì ñëåäóåò óáåäèòüñÿ, ÷òî óìíîæåíèå

47Ò.å. ïðè (u1 6= u2) ∪ (v1 6= v2)
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(1.6.1) íå çàâèñèò îò òîãî, êàêèìè ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ïðåäñòàâëåíû
ñîìíîæèòåëè.

Ðàññìîòðèì 〈z|w〉 äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ z è w àëãåáðàè÷åñêîãî
òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ïóñòü, íàïðèìåð, ýëåìåíò w ïðåäñòàâëåí äâóìÿ
ðàçëè÷íûìè ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè:

w =
m∑
1

αiui ⊗ vi = w′ =
k∑
1

α′ju
′
j ⊗ v′j.

Òîãäà
〈z|w〉 − 〈z|w′〉 = 〈z|w − w′〉 = 〈z|0〉 = 0.

Îòñþäà � äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåçàâèñèìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ (1.6.1) îò ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ìíîæèòåëåé äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà z
ïðîèçâåäåíèå 〈z|0〉 = 0 è íå çàâèñèò îò ïðåäñòàâëåíèÿ íóëåâîãî ýëåìåíòà.
J Ïóñòü ýëåìåíò z ïðåäñòàâëåí ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé z =

∑
ciui ⊗ vi, íóëåâîé ýëåìåíò �

êîìáèíàöèåé w0 =
∑
αju

′
j ⊗ v′j . Íàïîìíèì (ñì. âûøå), ÷òî ïîñëåäíåå îçíà÷àåò

∀x, y : w0 =
∑

αju
′
j ⊗ v′j =

∑
αjϕu′jv′j (x, y) = 0.

Òîãäà
〈z|w0〉 = 〈

∑
ciui ⊗ vi|

∑
αju

′
j ⊗ v′j〉 =

∑
i

∑
j

ciαj〈ui ⊗ vi|u′j ⊗ v′j〉.

Ïîñêîëüêó
〈ui ⊗ vi|u′j ⊗ v′j〉 = 〈ui|u′j〉1〈vi|v′j〉2 = ϕu′jv′j (ui, vi),

ïîñòîëüêó

〈z|w0〉 =
∑
i

ci
∑
j

αjϕu′jv′j (ui, vi)

è, â ñèëó íàïîìèíàíèÿ, 〈z|w0〉 = 0 äëÿ ëþáîãî z íåçàâèñèìî îò ïðåäñòàâëåíèÿ íóëåâîãî

ýëåìåíòà.I

Óìíîæåíèå (1.6.1) ïî îïðåäåëåíèþ àääèòèâíî è îäíîðîäíî. Îñòàëîñü
óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî z : 〈z|z〉 ≥ 0 è 〈z|z〉 = 0⇔ z = w0,
ãäå w0 � íóëåâîé ýëåìåíò.
J Ïóñòü ýëåìåíò z äàí êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé z =

∑n
1 ciui⊗vi. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷-

êà L[u1, . . . , un] ýëåìåíòîâ ui îáðàçóåò êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â H1, ëèíåé-
íàÿ îáîëî÷êà L[v1, . . . , vn] � â H2. Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû: {ei}m1 â L[u1, . . . , un]
è {gj}l1 â L[v1, . . . , vn] è ðàçëîæèì ýëåìåíòû ui, vi ïî ýòèì áàçèñàì:

ui =

m∑
s=1

αises, vi =

l∑
t=1

βitgt ⇒ z =

n∑
i=1

ci

m∑
s=1

αises ⊗
l∑

t=1

βitgt =

m,l∑
s,t=1

Astes ⊗ gt.

Çäåñü êîýôôèöèåíòû Ast äàþòñÿ ñîîòíîøåíèåì Ast =

n∑
i=1

αisβ
i
t. Äëÿ 〈z|z〉 ïîëó÷àåì

〈
∑

Astes ⊗ gt|Apqep ⊗ gq〉 =
∑
s,t

∑
p,q

AstApq〈es ⊗ gt|ep ⊗ gq〉 =
∑
s,t

AstAst〈es|es〉〈gt|gt〉 =
∑
|Ast|2.
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I

Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî (1.6.1) çàäàåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà
ìíîæåñòâå ýêâèâàëåíòíûõ êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé óïîðÿäî÷åí-
íûõ ïàð ýëåìåíòîâ ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîñòðàíñòâ.

Òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ ãèëü-
áåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷åííîå ïîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà ýêâèâàëåíòíûõ
êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâ-
ñîìíîæèòåëåé H1,H2 îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1.6.1).

Âàæíûì ñâîéñòâîì48 òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ
ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî åñëè {ei}∞1 è {gj}∞1 � îðòîíîðìèðîâàí-
íûå áàçèñû â ñîìíîæèòåëÿõ, òî ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {ei ⊗ gj} îáðàçóåò
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â èõ òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, èëëþñòðèðóþùèõ ðàñìîòðåííóþ âû-
øå êîíñòðóêöèþ.

Ïðèìåðû.

I. Ïóñòü H1 = L2
[a;b],H2 = L2

[c;d] è {ei(t)}
∞
1 è {gj(τ)}∞1 � îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû â ýòèõ

ïðîñòðàíñòâàõ. Êàê îòìå÷åíî âûøå, ýëåìåíòû {ei⊗ gj} îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â
òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè. Êàæäîé ïàðå ei(t), gj(τ) áàçèñíûõ ôóíêöèé ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
ïðîèçâåäåíèå

A : ei(t)⊗ gj(τ)→ ei(t) · gj(τ).

Åñëè u(t) ∈ L2
[a;b], v(τ) ∈ L2

[c;d], òî ïàðå u(t) ⊗ v(τ) ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè áóäåò îòâå÷àòü

ïðîèçâåäåíèå u(t)v(τ). J Äåéñòâèòåëüíî,

A(u(t)⊗ v(τ)) = A(
∑
i

αiei(t)⊗
∑
j

βjgj(τ)) = A(
∑
i,j

αiβjei(t)⊗ gj(τ)) =

=
∑
i,j

αiβjA(ei(t)⊗ gj(τ)) =
∑
i,j

αiβjei(t)gj(τ) =
∑
i

αiei(t)
∑
j

βjgj(τ) = u(t) · v(τ). I

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ z1 = u1 ⊗ v1 è z2 = u2 ⊗ v2 òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ áóäåò
çàäàâàòüñÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé êîíñòðóêöèåé, ñîîòíîøåíèåì:

〈z1|z2〉 =

b∫
a

u1(t)u2(t)dt

d∫
c

v1(τ)v2(τ)dτ =

b∫
a

d∫
c

u1(t)v1(τ)u2(t)v2(τ)dtdτ.

Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ ei(t)·gj(τ) îòíîñèòåëüíî òàê
çàäàííîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ � ýòî ïðîñòðàíñòâî L2

[a;b]×[c;d] èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì

ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ íà ïðÿìîóãîëüíèêå [a; b]× [c; d] ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

〈ϕ|ψ〉 =

∫∫
[a;b]×[c;d]

ϕ(t, τ)ψ(t, τ)dtdτ.

48Äîêàçàòåëüñòâî, íàïðèìåð, â êíèãå Ì.Ðèäà è Á.Ñàéìîíà [10].
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Ò.î.ìû óñòàíîâèëè, ÷òî L2
[a;b] × L

2
[c;d] = L2

[a;b]×[c;d].

II. Ïðè êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîì îïèñàíèè ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1
2 ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé

îïèñûâàåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì, ýëåìåíòû êîòîðîãî êîìïëåêñíîçíà÷íûå âåêòîðíûå
ôóíêöèè (ϕ1(x), ϕ2(x)), x ∈ R3, èíòåãðèðóåìûå ñ êâàäðàòîì íà R3. Êàê è âûøå, ëåãêî óñòàíî-
âèòü, ÷òî ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâà L2

R3 è äâóìåðíîãî
êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà C2.

III. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hn⊗ åãî òåíçîðíóþ n-óþ ñòåïåíü,
ïîëàãàÿ H0 = C.

Òåíçîðíîé ñèììåòðè÷åñêîé ñòåïåíüþ Sn(H) ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H íàçûâàåòñÿ åãî
n-àÿ òåíçîðíàÿ ñòåïåíü: ïîñòðîåííàÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî x⊗ y = y ⊗ x.

Åñëè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî x⊗x = 0, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòåïåíü ãèëüáåðòîâà ðïðîñòðàíñòâà
íàçûâàåòñÿ åãî òåíçîðíîé âíåøíåé ñòåïåíüþ Λn(H).

Â Ñòàíäàðòíîé Ìîäåëè âíåøíèå ñòåïåíè Λn(H) ñëóæàò ìîäåëüþ äëÿ îïèñàíèÿ ôåðìèîíîâ.
à ñèììåòðè÷åñêèå � äëÿ îïèñàíèÿ áîçîíîâ.

Ýòè êëàññû ÷àñòèö îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà, ïîìèìî ïðî÷åãî, îòñóòñòâèåì ïðèíöèïà
çàïðåòà Ïàóëè äëÿ áîçîíîâ. Ãðóáî ãîâîðÿ, â îäíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ìîæåò áûòü íå áîëåå
îäíîãî ôåðìèîíà, íî ñêîëüêî óãîäíî áîçîíîâ. Ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûõ ìîãóò íàõîäèòüñÿ áîçîíû
îïèñûâàþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè, â òî âðåìÿ êàê ñîñòîÿíèÿ ôåðìèîíîâ �
àíòèñèììåòðè÷íûìè.

IV. Ïðîñòðàíñòâî Ôîêà. Ïðîñòðàíñòâîì Ôîêà íàçûâàåòñÿ ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî F(H),
çàäàâàåìîå ñîîòíîøåíèåì

F(H) = H0 ⊕H1⊗ ⊕H2⊗ ⊕H3⊗ ⊕ · · · .

Íàïðèìåð, åñëè H = L2
R, òî ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà Ôîêà � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé

x ∈ F : x = {x0;x1(t1);x2(t1, t2);x3(t1, t2, t3); . . .},

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ èíòåãðèðóåìîñòè ñ êâàäðàòîì:

|x0|2 +
∞∑
n=1

∫
Rn

|xn(t1, t2, . . . , tn)|2dt1dt2 . . . dtn < +∞



Ãëàâà 2

Ëèíåéíûå îïåðàòîðû

Ôèçèêà - íàóêà ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ. Ýòî â ðàâíîé ñòåïåíè îòíîñèòñÿ è ê
êëàññè÷åñêîé, è ê êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Ñâîéñòâà ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ èçó-
÷àþòñÿ íà îñíîâàíèè ðàçëè÷íîãî ðîäà èçìåðåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé
ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ ñèñòåìû ñ íåèçâåñòíûìè ñâîéñòâàìè (èçó÷àåìîé
ñèñòåìû) ñ ñèñòåìîé, ñâîéñòâà êîòîðîé èçâåñòíû � èçìåðèòåëüíûì ïðè-
áîðîì. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðè èçìåðåíèè ïðèáîð ïðîèçâîäèò íåêîòîðûå
äåéñòâèÿ èëè îïåðàöèè íàä èçó÷àåìîé ñèñòåìîé è îïðåäåëÿåò åå îòêëèê
íà ýòè äåéñòâèÿ. Äëÿ ñîâðåìåííîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè ïîíÿòèå èçìåðåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì.

Â ìàòåìàòèêå ôèçè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà èçìåðåíèå îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèÿ-
ìè, îïðåäåëåííûìè â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ýòè ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè èëè îïåðàòîðàìè.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè, èçìåðåíèå � ýòî äåéñòâèå îïåðàòîðà íà
ýëåìåíò ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûé èãðàåò ðîëü èçó÷àåìîé
ñèñòåìû è ïðåäñòàâëÿåò ñîñòîÿíèå êâàíòîâîé ñèñòåìû äî âçàèìîäåéñòâèÿ
ñ ïðèáîðîì (äî èçìåðåíèÿ). Ðåçóëüòàò æå äåéñòâèÿ îïåðàòîðà èãðàåò ðîëü
îòêëèêà è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïîñëå òîãî, êàê èçìåðåíèå
çàâåðøåíî.

Òàêèì îáðàçîì, â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ñ ñàìîãî íà÷àëà ïîëàãàåòñÿ, ÷òî
âçàèìîäåéñòâèå ñ ïðèáîðîì ìîæåò ïðèâåñòè ñèñòåìó â ñîñòîÿíèå, âåñüìà
îòëè÷àþùååñÿ îò èñõîäíîãî, â òî âðåìÿ êàê â êëàññè÷åñêîé ôèçèêå ñ÷è-
òàåòñÿ, ÷òî "õîðîøèå" èçìåðåíèÿ � ýòî òå, ÷òî ìàëî èçìåíÿþò ñîñòîÿíèå
èçó÷àåìîé ñèñòåìû, à "èäåàëüíûå" � òå, ÷òî íå èçìåíÿþò åãî âîâñå.

Íàñòîÿùèé ðàçäåë ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ïîíÿòèÿ îïåðàòîðà.

Vladimir I. Zaliapin
Машинописный текст
- 70 -



Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû êâàíòîâîé ìåõàíèêè

2.1. Îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü Bx è By ïàðà áàíàõîâûõ (ò.å. ïîëíûõ, ëèíåéíûõ, íîðìèðîâàííûõ)
ïðîñòðàíñòâ ñ íîðìàìè ‖ · ‖x è ‖ · ‖y ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè êàæäîìó ýëåìåíòó x íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà X ⊂ Bx ïîñòàâëåí
â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííûé ýëåìåíò y èç íåêîòîðîãî Y ⊂ By, òî ãîâîðÿò
÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå A èç X â Y è çàïèñûâàþò ýòî îáû÷íûì îáðàçîì:
y = A(x), ëèáî A : X → Y . Ìíîæåñòâî ImA = {y ∈ Y : y = A(x)} íà-
çûâàåòñÿ îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ A è îáîçíà÷àåòñÿ ImA = A(X). Ìíîæåñòâî
X ⊂ Bx íàçûâàåòñÿ ïðîîáðàçîì îòîáðàæåíèÿ A è îáîçíà÷àåòñÿ A−1(ImA).1

Îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíûì èëè îòîáðàæåíèåì íà, åñëè åãî

Ðèñ. 2.1. Îòîáðàæåíèå y = A(x) (ñëåâà) è îòîáðàæåíèå íà (ñïðàâà)

îáðàç ñîâïàäàåò ñî âñåì ìíîæåñòâîì Y , èíúåêòèâíûì, åñëè îíî âçàèìíî
îäíîçíà÷íî (A(x1) = A(x2) ⇒ x1 = x2), è áèåêòèâíûì, åñëè îíî ñþðúåê-
òèâíî è èíúåêòèâíî îäíîâðåìåííî2.

Åñëè îòîáðàæåíèå èíúåêòèâíî, òî ìíîæåñòâî A−1(y), y ∈ ImA ñîñòîèò
èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà x òàêîãî, ÷òî y = A(x) è, òåì ñàìûì, êàæäîìó
y ∈ ImA ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííûé x = A−1(y). Ýòî îòîáðà-
æåíèå íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê îòîáðàæåíèþ A. Åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
� îáðàç îòîáðàæåíèÿ A, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îòîá-
ðàæåíèÿ A.

Âàæíûìè ïðèìåðàìè îòîáðàæåíèé ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííûå îòîáðà-
æåíèÿ Ix : Bx → Bx è Iy : By → By, ïåðåâîäÿùèå âñÿêèé ýëåìåíò â ñàìîãî
ñåáÿ Ixx = x, Iyy = y.

ßäðîì îòîáðàæåíèÿ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ, êîòîðûå îòîáðàæåíèåì A ïåðåâîäÿòñÿ â íîëü. ßäðî îáû÷íî îáîçíà-
÷àåòñÿ ñèìâîëîì KerA. Òàêèì îáðàçîì, KerA = {x ∈ Bx : A(x) = 0}.

1Åñëè y ∈ Y , òî ñèìâîëîì A−1(y) îáîçíà÷àåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ x ∈ X, òàêèõ, ÷òî y = A(x).
2Â ðóññêîÿçû÷íîé íàó÷íîé ëèòåðàòóðå ñþðúåêöèÿ åùå íàçûâàåòñÿ íàêðûòèåì, èíúåêöèÿ � âëîæå-

íèåì, à áèåêöèÿ � íàëîæåíèåì.
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Ðèñ. 2.2. Èíúåêöèÿ (ñëåâà) è áèåêöèÿ (ñïðàâà)

Îòîáðàæåíèå A : Bx → By íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè îáðàç îãðà-
íè÷åííîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì îãðàíè÷åííûì.

Çäåñü âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïîíÿòèå îãðàíè÷åííîñòè îòîáðàæåíèÿ íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ
îò çíàêîìîãî èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ïîíÿòèÿ îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè. Íàïîìíèì,
÷òî ôóíêöèÿ (îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè ìíîæåñòâî
å¼ çíà÷åíèé îãðàíè÷åíî: ∃C : |f(x)| < C ∀x ∈ D(f). Òàê, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = sinx
îãðàíè÷åíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, à ôóíêöèÿ y = x � íåò.

Â òî æå âðåìÿ, îòîáðàæåíèå A : R → R, çàäàâàåìîå ñîîòíîøåíèåì y = x, îãðàíè÷åíî �

ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáðàç ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ìíîæåñòâà áóäåò ìíî-

æåñòâîì îãðàíè÷åííûì. Îäíàêî, ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé ýòîãî îòîáðàæåíèÿ íåîãðàíè÷åíî.

Îòîáðàæåíèå A(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â òî÷êå x0, åñëè èç xn → x0

ñëåäóåò Axn → Ax0.
Åñëè Bx = By = B è A : B → B � îòîáðàæåíèå, òî òàêîå îòîáðàæå-

íèå íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì â B. Â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå îòîáðàæåíèÿ
èç Bx â By òàêæå íàçûâàþò îïåðàòîðàìè. Ýòîé òåðìèíîëîãèè ìû áóäåì
ïðèäåðæèâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Îòîáðàæåíèå f : Bx → C èëè f : Bx → R íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëîì,
êîìïëåêñíûì èëè äåéñòâèòåëüíûì, ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè
A : Bx → By, B : By → Bz

� îòîáðàæåíèÿ, òàêèå, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà B ëåæèò â îáðà-
çå îïåðàòîðà A, òî ìîæíî îïðåäåëèòü íîâûé îïåðàòîð, íàçûâàåìûé ñóïåð-
ïîçèöèåé îïåðàòîðîâ A è B : B ◦A = BA, îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ D(A) ∈ Bx, à ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé (îáðàçîì) � ìíîæåñòâî çíà-
÷åíèé ImB ∈ Bz îïåðàòîðà B, äåéñòâèå êîòîðîãî äàåòñÿ ïðàâèëîì

∀x ∈ D(A) : (B ◦ A)x = B(Ax).

Íàïðèìåð, îïðåäåëåíû ñóïåðïîçèöèè A(A−1(y)) = Iy è A
−1(A(x)) = Ix.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè îïðåäåëåíà ñóïåðïîçèöèÿ B ◦ A, ñóïåðïîçèöèÿ A ◦ B
ìîæåò è íå áûòü îïðåäåëåííîé, à â ñëó÷àå, êîãäà îáå ñóïåðïîçèöèè îïðå-
äåëåíû, êàê ïðàâèëî B ◦ A 6= A ◦B.

� 72 �



Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû êâàíòîâîé ìåõàíèêè

Ðèñ. 2.3. Ê îïðåäåëåíèþ ñóïåðïîçèöèè B ◦ A : Bx → Bz

Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íî-
ãî ÷èñëà îïåðàòîðîâ: C ◦B ◦A = C(B ◦A)x è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè, ëåãêî
ïðîâåðÿåìûìè, ñâîéñòâàìè:

1. A0 = Ix, A
n = A ◦ An−1, n = 1, 2, . . .;

2. ∀m,n ∈ N : Am ◦ An = An ◦ Am = Am+n;

3. Iy ◦ A = A ◦ Ix;
4. C ◦ (B ◦ A) = (C ◦B) ◦ A = C ◦B ◦ A.

Åñëè L ⊂ Bx � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Bx, òî îòîáðàæåíèå A :
L→ By íàçûâàåòñÿ ñóæåíèåì èëè ÷àñòüþ îïåðàòîðà A è îáîçíà÷àåòñÿ AL.

Åñëè L ⊂ Bx � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Bx, AL : L→ By � îòîáðà-
æåíèå èç L â By, A � îïåðàòîð â Bx, ñîâïàäàþùèé ñ AL äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ
ïîäïðîñòðàíñòâà L : ∀x ∈ L ALx = Ax, òî îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ ðàñøè-
ðåíèåì îòîáðàæåíèÿ AL.

Îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì åñëè åãî îáðàç �
êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ëþáîé îïåðàòîð A : Rn → Rm êîíå÷íîìåðåí.

2.2. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû

2.1. Ëèíåéíîñòü

Àääèòèâíîñòü, îäíîðîäíîñòü è íåïðåðûâíîñòü. Ïóñòü Bx,By � áàíàõîâû
ïðîñòðàíñòâà. Îïåðàòîð A : Bx → By íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè âûïîë-
íåíû ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ:

1. îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ X = D(A) îïåðàòîðà A � àëãåáðàè÷åñêîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî â Bx (ò.å. çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ îïåðàöèé3)

3Íî, ìîæåò áûòü, íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé îòíîñèòåëüíî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà.

� 73 �



Áåñêà÷êî Â.Ï., Çàëÿïèí Â.È.

2. îïåðàòîð A îáëàäàåò ñâîéñòâîì îäíîðîäíîñòè:

∀x ∈ D(A), λ ∈ C : A(λx) = λA(x);

3. îïåðàòîð A îáëàäàåò ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè:

∀x, y ∈ D(A) A(x+ y) = A(x) + A(y).

Îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè îí íåïðåðûâåí â íóëå.
Â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ âñÿêèé àääèòèâíûé è îäíîðîäíûé îïå-

ðàòîð îáÿçàòåëüíî íåïðåðûâåí. Â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ýòî
óæå íå òàê.

Îòìåòèì, ÷òî îáëàñòü çíà÷åíèé (îáðàç) ëèíåéíîãî îïåðàòîðà � àëãåáðà-
è÷åñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî â By. ßäðî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íåïóñòî (A(0) =
0) è ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ïîäïðîñòðàíñòâîì â Bx.

Òðàäèöèîííî ïðèíÿòî çíà÷åíèå A(x) ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A íà ýëåìåí-
òå x îáîçíà÷àòü Ax, îïóñêàÿ ñêîáêè.

Â ïðèëîæåíèÿõ, â ÷àñòíîñòè è â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, ÷àùå âñåãî îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèáî âñå ïðîñòðàíñòâî, ëèáî âñþäó ïëîòíîå â íåì ëèíåéíîå

ìíîãîîáðàçèå. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå âñåãäà ìîæåò áûòü ðàñøèðåíî

äî îïåðàòîðà, îïðåäåëåííîãî íà âñåì ïðîñòðàíñòâå.

Îãðàíè÷åííîñòü è íåïðåðûâíîñòü. Èç òðåáîâàíèÿ íåïðåðûâíîñòè ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà â íóëå ñëåäóåò åãî íåïðåðûâíîñòü âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ.
J Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x0 6= 0. Ïîëîæèì u = x − x0 è ðàññìîòðèì Au = A(x − x0).

Èç íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà â ò. x = 0 çàêëþ÷àåì, ÷òî ñõîäèìîñòü un → 0 âëå÷åò çà ñîáîé

ñõîäèìîñòü Aun → A(0) = 0. Åñëè xn → x0, òî un → 0, çíà÷èò A(xn − x0)→ 0. îòêóäà, â ñèëó

àääèòèâíîñòè è îäíîðîäíîñòè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, Axn → Ax0, ÷.ò.ä. I

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê îãðàíè÷åííîñòè. Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî âñÿêèé ëè-
íåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð îãðàíè÷åí4. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
îãðàíè÷åííîñòü ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ýêâèâàëåíòíà âûïîëíåíèþ ñëåäóþ-
ùåãî ïðîñòîãî íåðàâåíñòâà:

‖Ax‖y ≤ C · ‖x‖x ∀x ∈ D(A). (2.2.1)

Òî÷íåå, ëèíåéíûé îïåðàòîð A îãðàíè÷åí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñó-
ùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ D(A) èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî (2.2.1).

4Êàê è â îáû÷íîì àíàëèçå, èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü.
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J Ïóñòü S1
0 � øàð åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íóëå. Åñëè îïåðàòîð A îãðàíè÷åí, òî îá-

ðàç øàðà S1
0� îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, ò.å. ‖Au‖y ≤ C ∀‖u‖x ≤ 1. Åñëè x ∈ D(A) � ïðîèçâîëü-

íûé ýëåìåíò, òî u =
x

‖x‖x
� ýëåìåíò åäèíè÷íîãî øàðà è, ñëåäîâàòåëüíî, ‖A

(
x

‖x‖x

)
‖y ≤ C,

îòêóäà, â ñèëó îäíîðîäíîñòè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (2.2.1).

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå (îá îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà, îãðàíè÷åííîãî íà åäèíè÷íîì øàðå)

òðèâèàëüíî.I

Íåðàâåíñòâî (2.2.1) äàåò îñíîâàíèå äëÿ ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ: íîð-
ìîé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé êîíñòàíò C â óïîìÿíóòîì íåðàâåíñòâå. Íîðìà îïåðàòîðà îáîçíà-
÷àåòñÿ ‖A‖. Èç îïðåäåëåíèÿ ÿñåí ñìûñë ââåäåííîãî ïîíÿòèÿ � íîðìà, ýòî
âîçìîæíûé êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ (ñæàòèÿ) ýëåìåíòà x ïðè äåéñòâèè
íà íåãî îïåðàòîðà A. Íåðàâåíñòâî (2.2.1), ñ ó÷åòîì ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, ìî-
æåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

‖Ax‖y ≤ ‖A‖ · ‖x‖x ∀x ∈ B. (2.2.2)

Äîñòàòî÷íî ëåãêî ìîãóò áûòü óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà íîðìû ëè-
íåéíîãî îïåðàòîðà:

‖A‖ = sup
‖x‖≤1

‖Ax‖ = sup
‖x‖=1

‖Ax‖.

Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî âñÿêèé íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð îãðàíè-
÷åí. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îãðàíè÷åííîñòü è íåïðåðûâíîñòü � âçàèìîçàìåíÿå-
ìûå ïîíÿòèÿ.

Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå: àääèòèâíûé, îäíîðîäíûé è îãðàíè÷åííûé
îïåðàòîð íåïðåðûâåí
J Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A � îãðàíè÷åííûé, àääèòèâíûé è îäíîðîäíûé îïåðàòîð5. Ïóñòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn → 0. Òîãäà ‖xn‖x → 0. Èç íåðàâåíñòâà (2.2.2) çàêëþ÷àåì, ÷òî

‖Axn‖y ≤ ‖A‖ · ‖xn‖x → 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Axn ñõîäèòñÿ ê íóëþ, à çíà÷èò îïåðàòîð A íåïðåðûâåí

â íóëå. Âûøå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî îïåðàòîð íåïðåðûâíûé â íóëå íåïðåðûâåí â ëþáîé òî÷êå

ïðîñòðàíñòâà, ÷åì äîêàçàòåëüñòâî è çàêàí÷èâàåòñÿ.I

Çàìåòèì, ÷òî óïîìÿíóòîå âûøå ðàñøèðåíèå íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ
AL, îïðåäåëåííîãî íà âñþäó ïëîòíîì ëèíåéíîì ìíîãîîáðàçèè L, äî îïå-
ðàòîðà A íà âñåì ïðîñòðàíñòâå, îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ñîõðàíåíèåì íîðìû:
∀x ∈ L ‖ALx‖y = ‖Ax‖y .

5Íåíóëåâîé.
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Ïðèìåðû
I. Åñëè Bx = By = C, òî ëþáîé ëèíåéíûé îïåðàòîð (â äàííîì ñëó÷àå � ëèíåéíàÿ êîì-

ïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî) èìååò âèä y = ax, ãäå a � íåêîòîðîå
êîìïëåêñíîå ÷èñëî.

Íîðìà ýòîãî îïåðàòîðà ëåãêî íàõîäèòñÿ: ‖A‖ = |a|.
II. Ïóñòü Bx = By = Cn, A � ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð Cn → Cn, Òîãäà, êàê

èçâåñòíî èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû, ñóùåñòâóåò ìàòðèöà MA, òàêàÿ, ÷òî äåéñòâèå îïåðàòîðà
A íà ýëåìåíò x îïèñûâàåòñÿ óìíîæåíèåì ýòîé ìàòðèöû íà ñòîëáåö êîîðäèíàò ýëåìåíòà x:

A : Cn → Cn ⇔ y = MAx. ⇔


y1

y2

· · ·
yn

 =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann




x1

x2

· · ·
xn

 .

Íîðìà ýòîãî îïåðàòîðà äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

‖A‖ = sup
‖x‖=1

Ax = sup
‖x‖=1

√
〈MAx|MAx〉 =

√
max

1≤i≤n
|λiM∗AMA

|,

ãäå M∗A - ìàòðèöà, ñîïðÿæåííàÿ ñ ìàòðèöåé MA, à λi � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ýòîé ìàòðèöû.
III. Â ïðîñòðàíñòâå C[a;b] íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a; b] ôóíêöèé ðàññìîòðèì îïåðàòîð

óìíîæåíèÿ íà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ: ∀x ∈ C[a;b] : Ax = t · x(t). Ïîñêîëüêó íåïðåðûâíîñòü
ôóíêöèè x(t) âëå÷åò çà ñîáîé íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè y = tx(t), òî A � îïåðàòîð èç C[a;b] â
C[a;b]. Îäíîðîäíîñòü è àääèòèâíîñòü î÷åâèäíû, à íåïðåðûâíîñòü ñëåäóåò èç îãðàíè÷åííîñòè �
åñëè ‖x‖ < C, òî îòñþäà è ‖tx‖ < C1 = Cb.

Åãî íîðìà î÷åâèäíî ðàâíà

‖A‖ = sup
‖x‖=1

Ax = |b|.

IV. Ïóñòü K(t, τ) � íåïðåðûâíàÿ íà êâàäðàòå [a; b] × [a; b] ôóíêöèÿ äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ
ïåðåìåííûõ.6 Îïåðàòîð A : C[a;b] → C[a;b] çàäàäèì ñîîòíîøåíèåì

Ax =

b∫
a

K(t, τ)x(τ)dτ. (2.2.3)

Àääèòèâíîñòü è îäíîðîäíîñòü îïåðàòîðà (2.2.3) î÷åâèäíû, Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ åãî íåïðåðûâíî-
ñòè çàìåòèì, ÷òî

‖Ax‖ = max
a≤t≤b

∣∣∣∣∣∣
b∫
a

K(t, τ)x(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ ‖x‖ · max
a≤t≤b

b∫
a

|K(t, τ)|dτ.

Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà íåïðåðûâåí êàê ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííîé t
è, ñëåäîâàòåëüíî, äîñòèãàåò íà îòðåçêå [a; b] íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ:

max
a≤t≤b

b∫
a

|K(t, τ)|dτ = M,

îòêóäà

‖Ax‖ ≤M · ‖x‖.
6Ìîæåò áûòü è êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ.
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Îïåðàòîð A � îãðàíè÷åí, à çíà÷èò íåïðåðûâåí.
Ïðîñòûå ñîîáðàæåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî åãî íîðìà ðàâíà M :

‖A‖ = max
a≤t≤b

b∫
a

|K(t, τ)|dτ = M.

V. Ïóñòü K(t, τ) � îïðåäåëåííàÿ íà êâàäðàòå [a; b] × [a; b] ôóíêöèÿ äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ïå-
ðåìåííûõ òàêàÿ. ÷òî

b∫
a

b∫
a

|K(t, τ)|2dtdτ < +∞.

Â ïðîñòðàíñòâå L2
[a;b] çàäàäèì îïåðàòîð A òåì æå ñîîòíîøåíèåì (13), ÷òî è âûøå. Àääèòèâ-

íîñòü è îäíîðîäíîñòü îïåðàòîðà (13) î÷åâèäíû, à íåïðåðûâíîñòü ñëåäóåò èç îãðàíè÷åííîñòè.
Äåéñòâèòåëüíî:

‖Ax‖ =

√√√√√ b∫
a

|A(x)|2dt ⇒ ‖A(x)‖2 =

b∫
a

∣∣∣∣∣∣
b∫
a

K(t, τ)x(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
2

dt.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ê âíóòðåííåìó èíòåãðàëó, ïîëó÷àåì, ÷òî

‖Ax‖2 ≤
b∫
a

∣∣∣∣∣∣
b∫
a

|K(t, τ)|2dτ ·
b∫
a

|x(τ)|2dτ

∣∣∣∣∣∣ dt =

b∫
a

b∫
a

|K(t, τ)|2dtdτ ·
b∫
a

|x(τ)|2dτ = C2 · ‖x‖2,

ãäå

C2 =

b∫
a

b∫
a

|K(t, τ)|2dtdτ.

Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî
‖Ax‖ ≤ C · ‖x‖,

÷åì è çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî îãðàíè÷åííîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî îïåðàòîðà.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åãî íîðìà äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

‖A‖ =

√√√√√ b∫
a

b∫
a

|K(t, τ)|2dtdτ .

VI. Åñëè Bx = By = H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, L ⊂ H � íåêîòîðîå íåòðèâèàëüíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî, òî, êàê áûëî óñòàíîâëåíî âûøå (ðàçäåë 1.4, ñòð.57-58), ïðîñòðàíñòâî H ðàçëàãà-
åòñÿ â îðòîãîíàëüíóþ ïðÿìóþ ñóììó L è åãî îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ:H = L⊕L⊥. Ïðè ýòîì
âñÿêèé x ∈ H åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå x = xL + xL⊥ , ãäå xL ∈ L, xL⊥ ∈ L⊥.

Îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî Ax = PL(x) êàæäîìó ýëå-
ìåíòó x ∈ H ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå åãî ïðîåêöèþ xL ∈ L: PL(x) = xL. Àääèòèâíîñòü è îäíî-
ðîäíîñòü ëåãêî óñòàíàâëèâàþòñÿ. Íåïðåðûâíîñòü, êàê è â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ, ñëåäóåò èç
îãðàíè÷åííîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó "òåîðåìû Ïèôàãîðà" ‖xL‖2 = ‖x‖2 − ‖xL⊥‖2 ≤ ‖x‖2,
ò.å. ‖P(x)‖ = ‖xL‖ ≤ ‖x‖.

Íîðìà îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ ðàâíà åäèíèöå:

‖PL‖ = sup
‖x‖=1

‖PL(x)‖ = sup
‖x‖=1

‖xL‖ = 1.
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2.2. Îáðàòíûé îïåðàòîð

Ïóñòü A : Bx → By � ëèíåéíûé îïåðàòîð ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A)
è ìíîæåñòâîì çíà÷åíèåì (îáðàçîì) ImA. Åñëè êàæäîìó y ∈ ImA îòâå÷àåò
åäèíñòâåííûé x ∈ D(A) òàêîé, ÷òî y = Ax, òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäàí îáðàòíûé
îïåðàòîð ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ImA è ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé D(A). ßñ-
íî, ÷òî åñëè îïåðàòîð A îñóùåñòâëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó D(A) è ImA, òî îáðàòíûé îïåðàòîð A−1 ñóùåñòâóåò.

Ïîíÿòèå îáðàòíîãî îïåðàòîðà òåñíî ñâÿçàíî ñ ðàçðåøèìîñòüþ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ
Ax = y îòíîñèòåëüíîãî ýëåìåíòà x ∈ Bx ïðè çàäàííîì ýëåìåíòå y ∈ By. Íàëè÷èå ó îïåðàòîðà
A îáðàòíîãî îáåñïå÷èâàåò îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ëþáîãî y ∈ ImA.

Îäíàêî, åñëè ImA 6= By, òî âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå y ∈ By, äëÿ êîòîðûõ ýòî óðàâíåíèå
ðåøåíèé íå èìååò.

Íàïðèìåð, åñëè îïåðàòîð A : l2 ⇒ l2 � îïåðàòîð êîîðäèíàòíîãî ñäâèãà:

∀x = {x1, x2, . . .} ∈ l2 Ax = {0, x1, x2, . . .},

òî óðàâíåíèå Ax = {1, 0, 0, . . .} íå èìååò ðåøåíèé.

Îáðàòíûé îïåðàòîð îáîçíà÷àåòñÿ, îáû÷íî ñèìâîëîì A−1 è, êàê ýòî ñëå-
äóåò èç îïðåäåëåíèÿ, îáëàäàåò ñâîéñòâîì ∀y ∈ ImA : A−1y = x ⇒
A−1Ax = x. Ïîñêîëüêó ïîñëåäíåå ñïðàâåäëèâî ∀x ∈ D(A), çàêëþ÷àåì,
÷òî ñóïåðïîçèöèÿ A−1A � òîæäåñòâåííûé íà D(A) îïåðàòîð.

Ðèñ. 2.4. Ê îïðåäåëåíèþ îáðàòíîãî îïåðàòîðà

Â òî æå âðåìÿ, ∀y ∈ ImA : A−1y = x ⇒ AA−1y = Ax = y îçíà÷àåò, ÷òî
ñóïåðïîçèöèÿ AA−1 � òîæäåñòâåííûé íà ImA îïåðàòîð. Ñëåäóåò îáðàòèòü
âíèìàíèå, íà òî, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, A−1A 6= AA−1, äàæå åñëè Bx = By =
B.

Âåçäå â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïîíèìàòü ïîä îáðàòèìûì îïåðàòîðîì
îïåðàòîð A, îáðàòíûé ê êîòîðîìó îïðåäåëåí íà âñåì ïðîñòðàíñòâå By.

Îïåðàòîð, îáðàòíûé ê ëèíåéíîìó, ëèíååí.

J Åñëè Ax1 = y1, Ax2 = y2 ⇒ A(x1 + x2) = y1 + y2. Ïîñêîëüêó ïðè ýòîì x1 = A−1y1, x2 =

A−1y2, x1 + x2 = A−1(y1 + y2), òî A−1y1 +A−1y2 = A−1(y1 + y2), îòêóäà ñëåäóåò àääèòèâíîñòü.

Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ îäíîðîäíîñòü îáðàòíîãî îïåðàòîðà. I
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Ó îïåðàòîðà A, îòîáðàæàþùåãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(A) íà îáëàñòü
çíà÷åíèé ImA, ñóùåñòâóåò îáðàòíûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî
ÿäðî òðèâèàëüíî, ò.å. ñîñòîèò òîëüêî èç íóëåâîãî ýëåìåíòà.
J Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ó îïåðàòîðà ñóùåñòâóåò îáðàòíûé, òî

∀y ∈ ImA ∃!x ∈ D(A) : x = A−1y,

â ÷àñòíîñòè, èç Ax = 0 ñëåäóåò, ÷òî x = A−1(0) = 0.
Ïóñòü òåïåðü ÿäðî îïåðàòîðà A òðèâèàëüíî, íî îí íå îáðàòèì íà ImA. Çíà÷èò ∃ x1 6= x2 :

A(x1) = A(x2). Ïîëàãàÿ x = x1 − x2 6= 0 çàìå÷àåì, ÷òî

Ax = A(x1 − x2) = Ax1 −Ax2 = 0 ⇒ 0 6= x ∈ KerA,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò òðèâèàëüíîñòè ÿäðà.I

Èç âûøåèçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî íåîáðàòèìîñòü7 ëèíåéíîãî îïåðàòî-
ðà ìîæåò áûòü âûçâàíà äâóìÿ ïðè÷èíàìè:

• íàëè÷èåì y ∈ By, ó êîòîðîãî íåò ïðîîáðàçà;

• íåòðèâèàëüíîñòüþ ÿäðà îïåðàòîðà.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî îïåðàòîð, îáðàòíûé ê íåïðåðûâíîìó ëèíåéíîìó,
ìîæåò è íå áûòü íåïðåðûâíûì.
J Ïóñòü A : C[0;π

2
] → C[0;π

2
] îïåðàòîð,çàäàâàåìûé ñîîòíîøåíèåì

Ax =

t∫
0

x(t)dt.

Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî îïåðàòîð A � àääèòèâåí, îäíîðîäåí è íåïðåðûâåí. Â ñèëó íåïðåðûâíî-
ñòè ôóíêöèé x(t), ôóíêöèè y(t) = Ax(t) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû è îáðàç îïåðàòîðà
A � ýòî âñþäó ïëîòíîå ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, îá-
ðàùàþùèõñÿ ïðè t = 0 â íîëü. Ýòî îòîáðàæåíèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî è îáðàòíîå îòîáðàæåíèå
çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

A−1(y) =
d

dt
y(t) = x(t).

Îäíàêî îíî íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Åñëè, íàïðèìåð, yn =
sinnt

n
, n = 1, 2, . . ., òî yn → 0 ïî

íîðìå C[0;1], â òî âðåìÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîèçâîäíûõ A−1(yn) = cosnt ïðè n → +∞
ïðåäåëà íå èìååò. I

Óäîáíûì êðèòåðèåì íåïðåðûâíîñòè (îãðàíè÷åííîñòè) îïåðàòîðà, îáðàò-
íîãî ê ëèíåéíîìó, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé:

îïåðàòîð A : Bx → By èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ∃C > 0, ïîñòîÿííàÿ, òàêàÿ, ÷òî ∀x ∈ Bx âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

‖Ax‖ ≥ C‖x‖. (2.2.4)

7Ò.å., îòñóòñòâèå îáðàòíîãî, îïðåäåëåííîãî íà âñåì ïðîñòðàíñòâå By.
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Ïðè ýòîì ‖A−1‖ =
1

C
.

J Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (4.1.1), òîãäà èç ‖Ax‖ = 0 ñëåäóåò ‖x‖ = 0, è, çíà÷èò,
ÿäðî îïåðàòîðà A òðèâèàëüíî, ÷òî âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå îïåðàòîðà A−1, îáðàòíîãî ê A. Åñëè

y ∈ By è x = A−1y, òî â ñèëó òîãî æå íåðàâåíñòâà ‖y‖ ≥ C‖A−1y‖ ⇒ ‖A−1y‖ ≤ 1

C
‖y‖. Îòñþäà

‖A−1‖ = sup
‖y‖=1

‖A−1y‖ ≤ 1

C
sup
‖y‖=1

‖y‖ =
1

C
,

÷åì äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè çàêàí÷èâàåòñÿ.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè óñëîâèÿ (4.1.1) çàìåòèì, ÷òî åñëè ó îïåðàòîðà A ñóùå-

ñòâóåò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé, òî èç x ∈ Bx, y = Ax, â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.2.1) ñëåäóåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà M , òàêàÿ, ÷òî

‖A−1y‖ ≤M‖y‖ ⇒ ‖x‖ ≤M‖Ax‖ ⇒ ‖Ax‖ ≥ 1

M
‖x‖. I

Îáñóæäåíèå ïîíÿòèÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðà çàâåðøèì ôîðìóëèðîâêîé
ôóíäàìåíòàëüíîãî óòâåðæäåíèÿ, îáû÷íî íàçûâàåìîãî òåîðåìîé Áàíàõà
îá îáðàòíîì îïåðàòîðå èëè òåîðåìîé Áàíàõà î ãîìåîìîðôèçìå.

Åñëè îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð A îòîáðàæàåò âñå áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî Bx íà âñå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî By âçàèìíîîäíîçíà÷íî,
òî îáðàòíûé îïåðàòîð A−1 ñóùåñòâóåò è îãðàíè÷åí.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [5].

2.3. Ïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðîâ

Ïóñòü A,B �ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû, îòîáðàæàþùèå ëèíåé-
íîå íîðìèðîâàíîå ïðîñòðàíñòâî Bx íà ëèíåéíîå íîðìèðîâàíîå ïðîñòðàí-
ñòâî By.

Ñóììîé îïåðàòîðîâ íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

(A+B)x = Ax+Bx,

à ïðîèçâåäåíèåì îïåðàòîðà A íà ÷èñëî λ � îïåðàòîð λA, òàêîé, ÷òî (λA)x =
λ · Ax. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òàê îïðåäåëåííûå äåéñòâèÿ íàä îïåðàòîðà-
ìè ïîä÷èíÿþòñÿ âñåì òðåáîâàíèÿì, êîòîðûå ïðåäúÿâëÿþòñÿ ê îïåðàöèÿì
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî, è çàäàþò ëèíåéíóþ ñòðóêòóðó íà ñîâî-
êóïíîñòè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, Òåì ñàìûì,ëèíåéíûå îïåðàòîðû îáðàçóþò
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Ðîëü íóëåâîãî ýëåìåíòà â íåì èãðàåò îïåðàòîð Ø,
äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó Øx = 0, à ïðîòèâîïîëîæíûì ê îïåðàòîðó A áóäåò
îïåðàòîð −A = (−1) ·A. Îíî îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ L(Bx,By). Åñëè ââåñòè â
L(Bx,By) íîðìó êàê íîðìó ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà (ñì. ðàçäåë
2.2.1), òî ýòî ïðîñòðàíñòâî ïðåâðàòèòñÿ â íîðìèðîâàííîå,
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JÄåéñòâèòåëüíî, âñå àêñèîìû íîðìû âûïîëíÿþòñÿ.
1.‖A‖ ≥ 0, ‖A‖ = 0⇔ A = Ø;
2. Äëÿ ‖x‖ = 1 : ‖λA‖ = sup ‖λ ·Ax‖ = |λ| · sup ‖Ax‖ = |λ| · ‖A‖;
3. Äëÿ ‖x‖ = 1 : ‖Ax+Bx‖ ≤ ‖Ax‖+ ‖Bx‖ ≤ sup ‖Ax‖+ sup ‖Bx‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖. I
Âàæíî, ÷òî åñëè ïðîñòðàíñòâî By � ïîëíî8, òî è ïðîñòðàíñòâî ëèíåé-

íûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ L(Bx,By) òàêæå ïîëíî è, ñëåäîâàòåëüíî,
ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

2.4. Àëãåáðà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Êîììóòàòîð

Áóäåì ñ÷èòàòü â äàëüíåéøåì, ÷òî

Bx = By = B,

òàê ÷òî L(Bx,By) = L(B) ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â B.
Â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå L(B) ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ,

äîïîëíèòåëüíî ê ëèíåéíîé ñòðóêòóòðå (ò.å., âîçìîæíîñòè ñëîæåíèÿ îïåðà-
òîðîâ è óìíîæåíèÿ èõ íà ÷èñëî), îïðåäåëåíà åùå è ïðîöåäóðà óìíîæåíèÿ
îïåðàòîðîâ AB, ïîíèìàåìàÿ êàê ñóïåðïîçèöèÿ AB = A ◦B.

Óìíîæåíèå ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèÿì:

• àññîöèàòèâíîñòè:

A(BC) = (AB)C = ABC,

• ïðàâîé è ëåâîé äèñòðèáóòèâíîñòè:

(A+B)C = AC +BC, A(B + C) = AB + AC,

• à òàêæå óñëîâèþ ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ñ óìíîæåíèåì íà ÷èñëî:

(λ · A)B = A(λ ·B) = λ · (AB).

Åñëè I òîæäåñòâåííûé â B îïåðàòîð, ò.å. òàêîé, ÷òî ∀x ∈ B : Ix = x, òî
âûïîëíÿåòñÿ

IA = AI = A ∀A ∈ L(B).

ò.å. I èãðàåò ðîëü åäèíèöû îòíîñèòåëüíî òàê îïðåäåëåííîãî óìíîæåíèÿ.
Íàëè÷èå â L(B) óìíîæåíèÿ ñ ïåðå÷èñëåííûìè ñâîéñòâàìè ïðåâðàùàåò

åãî â íåêîììóòàòèâíóþ àññîöèàòèâíóþ íîðìèðîâàííóþ àëãåáðó ñ åäèíè-
öåé.

Ëåãêî óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà:

∀A,B ∈ L(B) : ‖AB‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖.
8Ïðîñòðàíñòâî Bx ïðè ýòîì ïîëíûì ìîæåò è íå áûòü
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Ôóíêöèè îò îïåðàòîðîâ. Ïóñòü A ∈ L(B) � îïåðàòîð. Óìíîæåíèå â L(B)
ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ñòåïåíè îïåðàòîðà A è,
òåì ñàìûì, äåëàåò îñìûñëåííûì ðàññìîòðåíèå ïðîèçâîëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ
îò îïåðàòîðà A:

R(A) = p0I + p1A+ p2A
2 + · · ·+ pnA

n.

Ôóíêöèÿ R(A) íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðíûì ìíîãî÷ëåíîì. Îòìåòèì íåêîòî-
ðûå î÷åâèäíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ:

• Åñëè R(t) = αR1(t) + βR2(t), òî R(A) = αR1(A) + βR2(A).

• Åñëè R(t) = R1(t) ·R2(t), òî R(A) = R1(A) ·R2(A).

• Åñëè îïåðàòîð A êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì B, òî ëþáîé îïåðàòîð-
íûé ìíîãî÷ëåí R(A) òàêæå êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì B: R(A)B =
BR(A).

• Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

‖R(A)‖ ≤
n∑
s=0

|ps|‖A‖s.

Åñëè f(t) öåëàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ðàçëàãàþùàÿñÿ â ðÿä

f(t) = f0 + f1t+ f2t
2 + · · ·+ fmt

m + · · · ,

òî îïåðàòîðíàÿ ôóíêöèÿ f(A) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ñ ïîìîùüþ ñîîòíî-
øåíèÿ:

f(A) = f0I + f1A+ f2A
2 + · · ·+ fmA

m + · · ·

ïðè ýòîì, åñëè A � ëèíåéíûé (ò.å. àääèòèâíûé, îäíîðîäíûé è îãðàíè÷åí-
íûé) îïåðàòîð, òî è f(A) àääèòèâíûé, îäíîðîäíûé è îãðàíè÷åííûé îïåðà-
òîð.

Ïóñòü òåïåðü f(t) � íåïðåðûâíàÿ íà íåêîòîðîì îòðåçêå t ∈ [a; b] ôóíê-
öèÿ. Â ñèëó àïïðîêñèìàöèîííîé òåîðåìû Âåéåðøòðàññà, ñóùåñòâóåò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ R1(t), . . . , Rm(t), . . ., ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ê
ôóíêöèè f(t):

Rm(t)⇒ f(t), t ∈ [a; b].

Ðàññìîòðèì îïåðàòîðíûå ìíîãî÷ëåíû Rm(A) â L(B).
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Åñòåñòâåííî â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëèòü f(A) êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ìíîãî÷ëåíîâ Rm(A) â L(B). Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ Rm(A) ñõîäèòñÿ9 â L(B) ê íåêîòîðîìó îïåðàòîðó f(A):

lim
m→∞

Rm(A) = f(A),

òî åãî ìû íàçîâåì îïåðàòîðíîé ôóíêöèåé.
×àñòî èñïîëüçóåìîé â êâàíòîâîé ìåõàíèêå îïåðàòîðíîé ôóíêöèåé ÿâëÿ-

åòñÿ îïåðàòîðíàÿ ýêñïîíåíòà f(A) = eA, çàäàâàåìàÿ ðÿäîì:

eA = I + A+
A2

2!
+
A3

3!
+ · · ·+ An

n!
+ · · · ,

ëèáî, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðíûõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ:

eA = lim
n→∞

(I + A+
A2

2!
+
A3

3!
+ · · ·+ An

n!
).

Îïåðàòîðíûé ðÿä äëÿ ýêñïîíåíòû ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî îïå-
ðàòîðà A.
J Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëîâîé ðÿä

e‖A‖ = 1 + ‖A‖+
‖A‖2

2!
+
‖A‖3

3!
+ · · ·+ ‖A‖

n

n!
+ · · ·

ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ‖A‖. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé Êîøè:
n∑

s=m

‖A‖s
s! → 0, m, n→ +∞. Â ñèëó íåðàâåíñòâà :

∥∥∥∥Amm!
+ · · ·+ An

n!

∥∥∥∥ ≤ n∑
s=m

‖A‖s

s!

âûïîëíåí êðèòåðèé Êîøè äëÿ ðÿäà, çàäàþùåãî îïåðàòîðíóþ ýêñïîíåíòó, îòêóäà ñëåäóåò åãî

ñõîäèìîñòü. I

Î÷åâèäíî, îïåðàòîðíàÿ ýêñïîíåíòà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• eØ = I.

• eλI = eλ · I.

• d

dt

(
etA
)

= A · etA = etA · A.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, åñëè îïåðàòîðû A è B íå êîììóòàòèâíû (AB 6=
BA), òî eA ·eB 6= eB ·eA è, ñëåäîâàòåëüíî, íå âûïîëíÿåòñÿ îñíîâíîå ñâîéñòâî
ñêàëÿðíîé ýêñïîíåíòû: eA · eB 6= eA+B.

9Çàìåòèì, ÷òî â ïðîèçâîëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå òàê áóäåò íå âñåãäà. Íî, äëÿ íåêîòîðûõ ñïå-
öèàëüíûõ êëàññîâ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîðíûå ìíîãî÷ëåíû áóäóò ñõîäèòüñÿ.
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Êîììóòàòîð îïåðàòîðîâ. Âàæíûì ïðèìåðîì ôóíêöèè äâóõ îïåðàòîðíûõ
ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòîð îïåðàòîðîâ10, äëÿ ëþáûõ äâóõ îïåðà-
òîðîâ A,B ∈ L(B) çàäàâàåìûé ñîîòíîøåíèåì

[A,B] = AB −BA.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî [A,B] � ëèíåéíûé îïåðàòîð.
Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà êîììóòàòîðîâ.

• [A,B] = 0⇔ AB = BA. Â ÷àñòíîñòè, ∀m,n ∈ N : [Am, An] = 0.

• Àíòèêîììóòàòèâíîñòü: [A,B] = −[B,A].

• Äèñòðèáóòèâíîñòü: [A,B + C] = [A,B] + [A,C].

• Ïðàâèëî Ëåéáíèöà: [A,BC] = [A,B]C +B[A,C].

• Òîæäåñòâî ßêîáè11 [[A,B], C] + [[B,C], A] + [[C,A], B] = 0.

Êîììóòàòîð ìîæåò ñëóæèòü ìåðèëîì íåêîììóòàòèâíîñòè îïåðàòîðîâ12.

Íàðÿäó ñ êîììóòàòîðîì â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî èñïîëüçóþò è ò.í. àíòèêîììóòàòîð, çàäà-
âàåìûé ñîîòíîøåíèåì

[A,B]+ = AB +BA.

2.3. Ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû è ñîïðÿæåííûå

ïðîñòðàíñòâà

Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå îòîáðàæåíèÿ f : Bx → C (èëè f : Bx → R),
îíî íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëîì (êîìïëåêñíûì èëè äåéñòâèòåëüíûì, ñîîò-
âåòñòâåííî).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèìè îïðåäåëåíèÿìè, äàííûìè âûøå, ôóíêöèîíàë
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè âûïîëíåíû òðåáîâàíèÿ 1-3 ïðåäûäóùåãî ðàç-
äåëà:

10Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå êîììóòàòîð èíîãäà íàçûâàþò êâàíòîâîé ñêîáêîé Ïóàññîíà
11Êàðë Ãóñòàâ ßêîáè, èçâåñòíûé ìàòåìàòèê è ìåõàíèê, ìëàäøèé áðàò Ìîðèöà Ãåðìàíà ßêîáè, ôè-

çèêà, àêàäåìèêà ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, áîëåå èçâåñòíîãî â Ðîññèè êàê Áîðèñ Ñåì¼íîâè÷ ßêîáè.
12Åñëè êâàíòîâûå íàáëþäàåìûå îäíîâðåìåííî èçìåðèìû, òî îïåðàòîðû, èì îòâå÷àþùèå, êîììóòè-

ðóþò. Íåêîììóòèðóþùèå îïåðàòîðû ñîîòâåòñòâóþò íàáëþäàåìûì, íå èìåþùèì îäíîâðåìåííî îïðåäå-
ë¼ííîãî çíà÷åíèÿ. Òèïè÷íûé ïðèìåð � îïåðàòîðû êîìïîíåíòû èìïóëüñà è îäíîèìåííîé êîîðäèíàòû
( ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé).
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1. îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(f) ôóíêöèîíàëà f çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî
ëèíåéíûõ îïåðàöèé13 â Bx;

2. ôóíêöèîíàë f îáëàäàåò ñâîéñòâîì îäíîðîäíîñòè:

∀x ∈ D(f), λ ∈ C : f(λx) = λf(x);

3. ôóíêöèîíàë f îáëàäàåò ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè:

∀x, y ∈ D(f) f(x+ y) = f(x) + f(y);

Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíûõ îïåðàòîðîâ, â îïðåäåëåíèå ëèíåé-
íîãî ôóíêöèîíàëà äîáàâëÿþò òðåáîâàíèå åãî íåïðåðûâíîñòè â íóëå, ò.å.
ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì íàçûâàþò, îáû÷íî àääèòèâíûé, îäíîðîäíûé è
íåïðåðûâíûé â íóëå ôóíêöèîíàë.

Ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû îáëàäàþò âñåìè, óñòàíîâëåííûìè âûøå, ñâîé-
ñòâàìè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ:

1. åñëè ôóíêöèîíàë íåïðåðûâåí â íóëå, òî îí íåïðåðûâåí â ëþáîé òî÷êå
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ;

2. ôóíêöèîíàë íåïðåðûâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí îãðàíè÷åí;
3. îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèîíàëà ýêâèâàëåíòíà ñóùåñòâîâàíèþ ïîñòî-

ÿííîé C > 0 òàêîé, ÷òî èìååò ìåñòî àíàëîã íåðàâåíñòâà (2.2.1):

∀x ∈ Bx : |f(x)| ≤ C · ‖x‖. (2.3.1)

Íàèìåíüøàÿ èç ïîñòîÿííûõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó (2.3.1) íà-
çûâàåòñÿ íîðìîé ôóíêöèîíàëà, îáîçíà÷àåòñÿ ‖f‖ è (2.3.1) ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå |f(x)| ≤ ‖f‖ · ‖x‖.

4. Íîðìà ôóíêöèîíàëà ìîæåò áûòü íàéäåíà èç ñîîòíîøåíèé

‖f‖ = sup
‖x‖≤1

|f(x)| = sup
‖x‖=1

|f(x)|.

5. Åñëè ôóíêöèîíàë çàäàí íà âñþäó ïëîòíîì â Bx ëèíåéíîì ìíîãîîáðà-
çèè D(f), òî îí ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàñøèðåí íà âñå
ïðîñòðàíñòâî Bx ñ ñîõðàíåíèåì íîðìû.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ôóíêöèîíàëîâ,
îïðåäåëåííûõ íà ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, íå îáÿçàòåëüíî ïëîòíûõ â Bx.
Ýòî îáîáùåíèå íîñèò íàçâàíèå òåîðåìû Áàíàõà-Õàíà:

13Íî, ìîæåò áûòü, íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé îòíîñèòåëüíî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà.
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Ïóñòü f(x) � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé íà íåêîòîðîì ëè-
íåéíîì ìíîãîîîáðàçèè D(f) ⊂ Bx. Òîãäà ñóùåñòâóåò14 ëèíåéíûé ôóíê-
öèîíàë f̂ , îïðåäåëåííûé íà âñåì ïðîñòðàíñòâå Bx è òàêîé, ÷òî

∀x ∈ D(f) : f̂(x) = f(x), ‖f̂‖Bx = ‖f‖D(f).

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî â ëþáîì ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðî-
ñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, íå ÿâëÿþùèéñÿ òîæäå-
ñòâåííî íóëåâûì.
J Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x0 6= 0 � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà Bx, λ ∈ C

� êîìïëåêñíîå ÷èñëî, òî ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ x ∈ B : x = λx0 çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî ëè-

íåéíûõ îïåðàöèé. Îïðåäåëèì íà ýòîì ìíîæåñòâå ôóíêöèîíàë ñîîòíîøåíèåì f(x) = f(λx0) =

λ · ‖x0‖. Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ýòî � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë è f(x0) = ‖x0‖, ‖f‖ = 1. Åãî

ðàñøèðåíèå íà âñå ïðîñòðàíñòâî � íåíóëåâîé ôóíêöèîíàë. I

Îòñþäà � ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ L(Bx,C) íåòðèâèàëü-
íî � ïîìèìî íóëåâîãî ôóíêöèîíàëà â íåì åñòü è íåíóëåâûå.

Ýòî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê ïðîñòðàíñòâó Bx è îáî-
çíà÷àþò B∗x. Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî C � ïîëíîå, ñîïðÿæåííîå B∗x òàêæå
ïîëíîå, äàæå åñëè Bx ïîëíûì íå ÿâëÿåòñÿ.

Ïðèìåðû
1. Ïóñòü Bx = Cn, f = {fi}n1 � ôèêñèðîâàííûé íåíóëåâîé âåêòîð èç Cn. Ôóíêöèîíàë F ,

çàäàâàåìûé ñîîòíîøåíèåì

F (x) = f1x1 + f2x2 + · · ·+ fnxn = 〈f |x〉,

êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ëèíååí è åãî íîðìà ðàâíà ‖f‖Cn .
2. Àíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H, ôóíêöèîíàë

F (x) = f1x1 + f2x2 + · · ·+ fnxn + · · · = 〈f |x〉,

îïðåäåëÿåìûé ∀x ∈ H íåêîòîðûì íåíóëåâûì ýëåìåíòîì f = {fi}∞1 ∈ H, ëèíååí è åãî íîðìà
äàåòñÿ ðàâåíñòâîì ‖F‖ = ‖f‖H.

3. Â ïðîñòðàíñòâå C[a;b] ñîîòíîøåíèå

f(x) =

b∫
a

γ(t)x(t)dt

çàäàåò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ñ íîðìîé ‖f‖ =
b∫
a
|γ(t)|dt.

4. Âàæíóþ ðîëü â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èãðàåò ôóíêöèîíàë â C[a;b], ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå
êàæäîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè å¼ çíà÷åíèå â òî÷êå t0 îòðåçêà [a; b]:

f(x) = x(t0).

14Âîîáùå ãîâîðÿ, íå åäèíñòâåííûé.
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Ëåãêî óáåäèòüñÿ ÷òî ýòî ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ñ íîðìîé, ðàâíîé åäèíèöå. Îí íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèîíàëîì Äèðàêà.

2.4. Äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà

Ñôóíêöèîíàëîì Äèðàêà ñâÿçàí ëþáîïûòíûé îáúåêò, íàçûâàåìûé äåëüòà-
ôóíêöèåé Äèðàêà. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â îáèõîäå ôèçèêîâ è èíæåíåðîâ îí
íàçûâàåòñÿ "ôóíêöèåé" , ôóíêöèåé îí (ýòîò îáúåêò), êîíå÷íî, íå ÿâëÿåòñÿ,
ò.ê. îáëàäàåò ñòðàííûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûìè íèêàêàÿ ôóíêöèÿ îáëàäàòü
íå ìîæåò: â êàæäîé òî÷êå ÷èñëîâîé ïðÿìîé, êðîìå íà÷àëà êîîðäèíàò, ýòîò
îáúåêò ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå, â íà÷àëå êîîðäèíàò � áåñêîíå÷íîå, è
èíòåãðàë îò ýòîãî îáúåêòà ïî ëþáîé îêðåñòíîñòè íóëÿ äîëæåí áûòü ðàâåí
åäèíèöå.

Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà ëåãêî ìîæåò îáúÿñíèòü, êàê ñëåäóåò ïîíèìàòü,
÷òî ñîáîé ïðåäñòàâëÿþò îáúåêòû, òèïà äåëüòà-ôóíêöèè Äèðàêà (íàïðèìåð
[11]). Ìû æå çäåñü ïîïðîáóåì äîñòàòî÷íî ïîïóëÿðíî îáúÿñíèòü íåèñêóøåí-
íîìó ÷èòàòåëþ èç êàêèõ ñîîáðàæåíèé òàêèå îáúåêòû âîçíèêàþò.

Ïóñòü ϕ(t) ïðîèçâîëüíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ15 ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà
âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé è òàêàÿ, ÷òî

+∞∫
−∞

ϕ(t)dt = 1.

Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n � ïîëîæèì ϕn(t) = n ·ϕ(nt). Êàæäàÿ èç ôóíê-
öèé ϕn(t) óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕn(t) íàçûâàåòñÿ äåëüòà-îáðàçíîé.
Çàìåòèì, ÷òî, ïî îïðåäåëåíèþ, ñ ðîñòîì n ÷ëåíû äåëüòà-îáðàçíûõ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé ñæèìàþòñÿ ê îñè îðäèíàò, òàê, ÷òî çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü
îõâàòûâàåìîé ýòèìè ôóíêöèÿìè ïëîùàäè ñîñðåäîòî÷èâàåòñÿ â ìàëîé îêðåñò-
íîñòè íóëÿ. Òî÷íåå, åñëè U0 = (−δ,+δ) � ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ,
òî äëÿ ôóíêöèé ϕn(t) ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå:

lim
n→+∞

∫
U0

ϕn(t)dt = 1. (∗)

Ïðèìåðîì äåëüòà-îáðàçíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ϕn(t) ìîæåò ñëóæèòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîðîæäåííàÿ ôóíêöèåé Ãàóññà:

15Óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè ìîæíî ñíÿòü. Ìû çäåñü ïðèíÿëè ýòî îãðàíè÷åíèå, ÷òîáû óïðîñòèòü
äàëüíåéøèå âûêëàäêè.
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ϕ(t) =
1√
2π
e−t

2/2 ⇒ ϕn(t) =
n√
2π
e−(tn)2/2.

Ðèñ. 2.5. Ôóíêöèè ϕn(t), n = 1, 4, 8, 12

Çàôèêñèðóåì òî÷êó a ≤ t0 ≤ b è ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé ôóíêöèîíàë
(ñì. ïðèìåð 3 ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà), âçÿâ â êà÷åñòâå ÿäðà γ(t) ôóíêöèþ
ϕn(t− t0) .

Òåì ñàìûì, ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè n, ñîîòíîøåíèå

fn(x) =

b∫
a

ϕn(t− t0)x(t)dt

çàäàåò â ïðîñòðàíñòâå C[a;b] ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ñ íîðìîé

‖fn‖ =

b∫
a

ϕn(t− t0)dt ≤ 1.

Êàêóþ áû ôóíêöèþ x(t) ∈ C[a;b] ìû íè âçÿëè, ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü fn(x) ñõîäèòñÿ ê çíà÷åíèþ ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå t0 íåçàâèñèìî
îò âûáîðà ôóíêöèè ϕ(t).
J Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì

|fn(x)− x(t0)| =

∣∣∣∣∣∣
b∫
a

ϕn(t− t0)x(t)dt− x(t0)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣
b∫
a

ϕn(t− t0)(x(t)− x(t0))dt

∣∣∣∣∣∣ .
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Âçÿâ íåêîòîðîå, äîñòàòî÷íî ìàëîå, δ, ðàçîáúåì èíòåãðàë, ñòîÿùèé ïîä çíàêîì ìîäóëÿ, íà
ñóììó äâóõ èíòåãðàëîâ � ïî îêðåñòíîñòè Ut0 òî÷êè t0 : Ut0 = (t0 − δ, t0 + δ) è ïî äîïîëíåíèþ
U t0 ê ýòîé îêðåñòíîñòè íà îòðåçêå [a; b], ïðèäåì ê íåðàâåíñòâó:∣∣∣∣∣∣

b∫
a

ϕn(t− t0)(x(t)− x(t0))dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
Ut0

ϕn(t− t0)|x(t)− x(t0)|dt+

∫
Ut0

ϕn(t− t0)|x(t)− x(t0)|dt.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ x(t) � íåïðåðûâíà íà [a; b], òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ìîæíî óêàçàòü δ,
òàêîå ÷òî |x(t) − x(t0)| < ε ∀t ∈ Ut0 . Â òî æå âðåìÿ, â ñèëó ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ (*),
ñóùåñòâóåò N0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ n > N0 âûïîëíÿåòñÿ∫

Ut0

ϕn(t− t0)dt ≥ (1− ε),

è, ò.î., ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðåíåáðåæèìî ìàëî ïðè òàêîì âûáîðå δ ïðè n→ +∞.
Âî âòîðîì ñëàãàåìîì, â ñèëó òîé æå íåïðåðûâíîñòè |x(t)− x(t0)| < 2 max

[a;b]
|x(t)| ∀t ∈ U t0 è

ñïðàâåäëèâà îöåíêà:∫
Ut0

ϕn(t− t0)|x(t)− x(t0)|dt ≤ 2 max
[a;b]
|x(t)|

∫
Ut0

ϕn(t− t0)dt ≤ 2 max
[a;b]
|x(t)| · ε.

Ïîñëåäíåå âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (*) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé n.

Ñëåäîâàòåëüíî, è âòîðîå ñëàãàåìîå íåîãðàíè÷åííî óáûâàåò ñ ðîñòîì n, ÷åì äîêàçàòåëüñòâî

è çàâåðøàåòñÿ. I

Òåì ñàìûì, ñîîòíîøåíèåì

lim
n→+∞

b∫
a

ϕn(t− t0)x(t)dt = x(t0)

îïðåäåëåí ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèîíàëîì Äè-
ðàêà. Åñòåñòâåííî çàïèñûâàòü åãî â ôîðìå èíòåãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà

f(x) =

b∫
a

δ(t− t0)x(t)dt = x(t0),

ãäå ñèìâîë δ(t) � ÿäðî ýòîãî ôóíêöèîíàëà � è åñòü îáúåêò, êîòîðûé ôè-
çèêè è èíæåíåðû íàçûâàþò äåëüòà-ôóíêöèåé Äèðàêà. Óñëîâíî, åãî ìîæíî
ïðåäñòàâëÿòü ñåáå, êàê ýëåìåíò δ-îáðàçíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ áîëüøèì
íîìåðîì: δ(t) ∼ ϕn(t), n >> 1.

Ïåðå÷èñëèì íåñêîëüêî âàæíåéøèõ ñâîéñòâ òàê ïîíèìàåìîé δ-ôóíêöèè.

• Äåëüòà-ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå âî âñåõ òî÷êàõ ÷èñëî-
âîé ïðÿìîé, êðîìå òî÷êè t = 0, â ëþáîé îêðåñòíîñòè êîòîðîé îíà
íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò.
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• Äåëüòà-ôóíêöèÿ íîðìèðîâàííà:
+∞∫
−∞

δ(t)dt =

∫
U0

δ(t)dt = 1,

çäåñü U0 � ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ.

• Äåëüòà-ôóíêöèÿ îáëàäàåò ò.í. ôèëüòðóþùèì ñâîéñòâîì:

+∞∫
−∞

δ(t)x(t)dt =

∫
U0

δ(t)x(t)dt = x(0)

èëè, ÷òî òî æå

+∞∫
−∞

δ(t− t0)x(t)dt =

∫
Ut0

δ(t− t0)x(t)dt = x(t0).

• Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ, çàäàâàåìóþ ñîîòíîøåíèåì

H(t) =

t∫
−∞

δ(τ)dτ =


0, t < 0,
1
2 , t = 0,
1, t > 0

Å¼ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê "ïåðâîîáðàçíóþ" äåëüòà-ôóíêöèè. Ñèì-
âîëè÷åñêè ýòî çàïèñûâàåòñÿ òàê: H ′(t) = δ(t).

• Äëÿ äåëüòà-ôóíêöèè ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàöèþ äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ, ïîíèìàÿ ïðîèçâîäíóþ δ′(t) êàê ÿäðî ôóíêöèîíàëà, äåéñòâóþùåãî
ïî ïðàâèëó

+∞∫
−∞

δ′(t)x(t)dt = −x′(0).

J Ëåãêî ïîíÿòü, êàê ïîëó÷àåòñÿ òàêîå ïðàâèëî16. Åñëè âûáðàòü â êà÷åñòâå ϕ(t) äèôôå-
ðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ (íàïðèìåð, ãàóññèàíó, ñì. ðèñ.2.6) òî ìîæíî îïðåäåëèòü ëèíåé-
íûé ôóíêöèîíàë:

fn(x) =

b∫
a

ϕ′n(t− t0)x(t)dt.

16Èäåÿ ïðîçðà÷íà � åñëè äåëüòà-ôóíêöèÿ ýòî ÿäðî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà, ïîðîæäåííîãî δ-
îáðàçíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, òî å¼ ïðîèçâîäíàÿ � ÿäðî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà, ïîðîæäåííîãî ïðî-
èçâîäíûìè ÷ëåíîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òàê ÷òî, êàê è âûøå, ìîæíî çàïèñàòü ñèìâîëè÷åñêîå
ðàâåíñòâî δ′(t) ∼ ϕ′n(t).
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Ðèñ. 2.6. Ôóíêöèè ϕ′n(t), n = 1, 4, 8, 12

Èíòåãðèðóÿ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ïî ÷àñòÿì è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n → +∞, ïðè-
õîäèì ê ðàâåíñòâó:

lim
n→+∞

fn(x) = −
b∫
a

ϕn(t− t0)x′(t)dt = −x′(t0). I

• Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, óáåæäàåìñÿ, ÷òî δ-ôóíêöèÿ â ýòîì ñìûñëå
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà è ∀n ≥ 1 ñïðàâåäëèâû îáû÷íûå ñîîòíî-
øåíèÿ ìåæäó ñòàðøèìè è ìëàäøèìè ïðîèçâîäíûìè. Â ñèìâîëè÷å-
ñêîé ôîðìå:

dn

dtn
δ(t) =

d

dt

(
dn−1

dtn−1
δ(t)

)
è â èíòåãðàëüíîé ôîðìå:∫

U0

δ(n)(t)x(t)dt = −
∫
U0

(
δ(n−1)(t)

)′
x(t)dt,

Èç ïîñëåäíåãî ëåãêî ïîëó÷àåì ïðàâèëî n-êðàòíîãî äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ δ-ôóíêöèè ∫

U0

δ(n)(t)x(t)dt = (−1)n x(n)(t)
∣∣∣
t=0

.

.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì åùå íåñêîëüêî ñèìâîëè÷åñêèõ âûðàæåíèé, ñî-
äåðæàùèõ äåëüòà-ôóíêöèþ è å¼ ïðîèçâîäíóþ.
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• δ(t) = |λ|δ(λt).

• t · δ′(t) = −δ(t).

• x(t)δ′(t) = x(0)δ′(t)− x′(0)δ(t).

J Ïîêàæåì, íàïðèìåð, êàê ñëåäóåò ïîíèìàòü ðàâåíñòâî t · δ′(t) = −δ(t) è, îäíîâðåìåííî,
óñòàíîâèì åãî ñïðàâåäëèâîñòü Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ íà ôóíêöèþ x(t)
è èíòåãðèðóÿ ïî ëþáîìó ïðîìåæóòêó U , ñîäåðæàùåìó íà÷àëî êîîðäèíàò, ïîëó÷èì:∫

U

t · δ′(t)x(t)dt =

∫
U

δ′(t)[tx(t)]dt = −[tx(t)]′t=0 = −x(0) = −
∫
U

δ(t)x(t)dt I

Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò ñìûñë òîëü-
êî â èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèÿõ è óñëîâíî îñìûñëåííû âíå íèõ.

2.5. Ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

Ïóñòü A : Bx → By � ëèíåéíûé îïåðàòîð, B∗x, B∗y, ïðîñòðàíñòâà, ñîïðÿ-
æåííûå ê Bx è By, ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè F � ôóíêöèîíàë èç B∗y, òî, êàê ëåãêî óñòàíîâèòü, ñîîòíîøåíèå
f(x) = F (Ax) îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f ∈ B∗x.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð A∗, îòîáðàæàþùèé ïðîñòðàíñòâî B∗y, ñîïðÿæåííîå
ê By, â ïðîñòðàíñòâî B∗x, ñîïðÿæåííîå ê Bx, ñòàâÿ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó
ôóíêöèîíàëó F ∈ B∗y ôóíêöèîíàë f ∈ B∗x : f(x) = F (Ax). Òàê îïðåäåëåí-
íûé îïåðàòîð A∗

A∗ : B∗y → B∗x : A∗F = F (Ax) = f (2.5.1)

íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê îïåðàòîðó A. Åñëè A � ëèíåéíûé îãðàíè-

Ðèñ. 2.7. Ê îïðåäåëåíèþ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà.

÷åííûé îïåðàòîð â Bx, òî ñîïðÿæåííûé ê íåìó � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé
â B∗y.
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J Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ, ∀x ∈ Bx èìååò ìåñòî

A∗(λF )(x) = λF (Ax) = λ(A∗F )(x)⇒ A∗(λF ) = λA∗F,

è, òåì ñàìûì A∗ � îäíîðîäíûé îïåðàòîð. Àíàëîãè÷íî, èç öåïî÷êè

A∗(F +G)(x) = (F +G)(Ax) = F (Ax) +G(Ax)⇒ A∗(F +G) = A∗F +A∗G

ñëåäóåò àääèòèâíîñòü ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà.
Íåïðåðûâíîñòü ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ñëåäóåò èç åãî îãðàíè÷åííîñòè: åñëè f ∈ B∗x, F ∈

B∗y, òî
∀x ∈ Bx : |(A∗F )(x)| = |F (Ax)| ≤ ‖F‖ · ‖Ax‖ ≤ ‖F‖ · ‖A‖ · ‖x‖,

îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ‖A∗F‖ ≤ ‖A‖·‖F‖, ÷åì äîêàçàòåëüñòóâî îãðàíè÷åííîñòè è çàâåðøàåòñÿ.I

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ‖A∗‖ ≤ ‖A‖. Íåòðóäíî óñòàíî-
âèòü, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ‖A∗‖ = ‖A‖.

Èç äðóãèõ ñâîéñòâ ñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ îòìåòèì ñëåäóþùèå:
1. (Ø)∗ = Ø, I∗ = I;
2. (A∗)∗ = A∗∗ = A;
3. (A+B)∗ = A∗ +B∗.;
4. (λA)∗ = λA∗;
4. (A ·B)∗ = B∗ · A∗.
Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî åñëè îïåðàòîð A, àääèòèâíûé è îäíîðîäíûé, îïðåäåëåí íå íà

âñåì ïðîñòðàíñòâå, à íà ïëîòíîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D(A) ∈ Bx, òî ñîïðÿæåííûé ê íåìó

áóäåò îïðåäåëåí íà íåêîòîðîì ïëîòíîì ìíîæåñòâå D(A∗) ∈ B∗y è ∀F ∈ B∗y çàäàåòñÿ òåì æå

ñîîòíîøåíèåì (A∗F )(x) = F (Ax), íî óæå íå îáÿçàí áûòü îãðàíè÷åííûì. Ïðè ýòîì, ñâîéñòâî

2 ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ. Ïîäðîáíåå îá ýòîì ìîæíî ïðî÷èòàòü â [1].



Ãëàâà 3

Îïåðàòîðû è ôóíêöèîíàëû

â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Íàëè÷èå ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîçâî-
ëÿåò óòî÷íèòü è óïðîñòèòü îïèñàíèå îñíîâíûõ ñâîéñòâ äåéñòâóþùèõ â ýòèõ
ïðîñòðàíñòâàõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ è ôóíêöèîíàëîâ.

3.1. Îáùèé âèä ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà

Òåîðåìà Ô. Ðèññà. Îêàçûâàåòñÿ, ïðèìåðû 1 è 2 (ñòð.86, ðàçäåë 2.3) èñ÷åð-
ïûâàþò âñå âîçìîæíûå êîíñòðóêöèè ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ â ãèëüáåð-
òîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Òî÷íåå, ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå, íàçûâàåìîå òåî-
ðåìîé Ô. Ðèññà îá îáùåì âèäå ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå:

Ôóíêöèîíàë F ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îãðàíè÷åííûì ôóíêöèîíàëîì â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ åäèí-
ñòâåííûé ýëåìåíò f ∈ H òàêîé. ÷òî ∀x ∈ H ôóíêöèîíàë F çàäàåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì

F (x) = 〈f |x〉. (3.1.1)

Ïðè ýòîì ‖F‖ = ‖f‖H.
J Äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà. Ïóñòü òåïåðü F � íåíóëåâîé ëèíåéíûé â H ôóíêöèîíàë è

KerF = {x ∈ H : F (x) = 0} åãî ÿäðî. Ïîñêîëüêó ôóíêöèîíàë F � íåíóëåâîé, íàéäåòñÿ x0 6= 0,
ëåæàùèé â îðòîãîíàëüíîì äîïîëíåíèè ê ÿäðó. Äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî F (x0) 6= 0.

Êàêèì áû íè áûë x � ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà H, âåêòîð h = F (x)x0 − F (x0)x ïðèíàäëåæèò
ÿäðó ôóíêöèîíàëà F :

F (h) = F (F (x)x0 − F (x0)x) = F (x0)F (x)− F (x0)F (x) = 0,

à ïîýòîìó

h⊥x0 : 〈x0|h〉 = F (x)〈x0|x0〉 − 〈F (x0)x0|x〉 = 0.
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Ïîëàãàÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå f =
F (x0)x0

〈x0|x0〉
, çàêëþ÷àåì, ÷òî

∀x ∈ H : F (x) = 〈f |x〉.

Òåì ñàìûì, òðåáóåìîå ïðåäñòàâëåíèå äîêàçàíî.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ìîæíî íàéòè äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà f1 6= f2 òàêèõ, ÷òî òîæäåñòâåííî
âûïîëíÿåòñÿ 〈f1|x〉 = 〈f2|x〉, âîçüìåì â êà÷åñòâå x = f1 − f2 è ðàññìîòðèì

〈f1|x〉 − 〈f2|x〉 = 〈f1 − f2|x〉 = 〈f1 − f2|f1 − f2〉 = ‖f1 − f2‖2 = 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ f1 6= f2.

Ïîñêîëüêó F (x) = 〈f |x〉, ïîñòîëüêó |F (x)| ≤ ‖f‖ · ‖x‖, ÷òî âëå÷åò ‖F‖ ≤ ‖f‖. Â òî æå

âðåìÿ, âçÿâ x = f ïîëó÷àåì F (f) = ‖f‖2 è, ñëåäîâàòåëüíî, ‖F‖ = ‖f‖H, ÷åì äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû çàâåðøàåòñÿ. I

Êàê ñëåäñòâèå äîêàçàííîé òåîðåìû îòìåòèì, ÷òî

1. âñÿêèé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë â Rn èìååò âèä

F (x) = f1x1 + f2x2 + · · ·+ fnxn, f = {fi} ∈ Rn;

2. âñÿêèé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë â Cn èìååò âèä

F (x) = f1x1 + f2x2 + · · ·+ fnxn, f = {fi} ∈ Cn;

3. âñÿêèé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë â L2
[a;b] èìååò âèä

F (x) =

b∫
a

f(t)x(t)dt, f ∈ L2
[a;b];

4. âñÿêèé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë â l2 èìååò âèä

F (x) = f1x1 + f2x2 + · · ·+ fnxn + · · · , f = {fi} ∈ l2.

3.2. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû

2.1. Ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

Âàæíûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû Ô. Ðèññà ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîñòü
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà � ïðîñòðàíñòâî H∗, ñîïðÿæåííîå ê ãèëüáåðòîâó
ïðîñòðàíñòâó H, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ñ íèì ñîâïàäàåò è ïîýòîìó
ìîæíî íå ðàçëè÷àòü H∗ è H.
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J Íàïîìíèì, ÷òî ñîïðÿæåííûì ê H íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ â

H. Ñîîòíîøåíèå (3.1.1) äàåò âîçìîæíîñòü óñòàíîâèòü âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
H è H∗, ïîñòàâèâ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ëèíåéíîìó íåïðåðûâíîìó ôóíêöèîíàëó F ∈ H∗

ýëåìåíò f ∈ H, åãî çàäàþùèé. Ñîõðàíåíèå ëèíåéíûõ îïåðàöèé î÷åâèäíî.I

Îïåðàòîð A∗, ñîïðÿæåííûé ê ëèíåéíîìó îãðàíè÷åííîìó A : Bx → By,
îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ê By (ò.å. ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëîâ íà By) â ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ê Bx (ò.å., â ïðîñòðàí-
ñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà Bx) â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì

A∗(F ) = f : f(x) = F (Ax).

Ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå Bx = By = H, òî îáà ñîïðÿæåííûå
ïðîñòðàíñòâà, â ñèëó ñäåëàííîãî âûøå çàìå÷àíèÿ, ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ
ïðîñòðàíñòâîì H.

Ïóñòü y = Ax. Ðàññìàòðèâàÿ y êàê ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë â H∗ =
H, çàêëþ÷àåì, ÷òî ôóíêöèîíàë y(Ax) òîæäåñòâåííåí ôóíêöèîíàëó f =
(A∗y)(x). èëè, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ô. Ðèññà, ÷òî

〈y|Ax〉 = 〈A∗y|x〉 ∀x, y ∈ H. (3.2.1)

Òàêèì îáðàçîì, â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê
îïåðàòîðó A, ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ (3.2.1) êàê
îïåðàòîð, êîòîðûé ïðè ëþáûõ x, y ∈ H óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó ñîîòíîøåíèþ.

Åñëè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A � D(A) � íå âñå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, à íåêî-
òîðîå ïëîòíîå â H ëèíåéíîå ìíîæåñòâî, òî ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (3.2.1) ìîæíî óñòàíîâèòü
ñóùåñòâîâàíèå îïåðàòîðà, îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî áóäåò ìíîæåñòâî òåõ ýëåìåíòîâ y
ïðîñòðàíñòâà H, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé y∗, óäîâëåòâîðÿþùèé ñî-
îòíîøåíèþ 〈Ax|y〉 = 〈x|y∗〉 äëÿ ëþáîãî x ∈ D(A).

Äåéñòâèå ýòîãî îïåðàòîðà (ìû åãî òàêæå îáîçíà÷àåì A∗) îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì A∗y =

y∗.

Â îòëè÷èå îò îáùåãî ñëó÷àÿ îïåðàòîðîâ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, îïå-
ðàòîðû A è A∗ îïðåäåëåíû â îäíîì è òîì æå ïðîñòðàíñòâåH, ÷òî ïîçâîëÿåò
ðàññìàòðèâàòü èõ ñóïåðïîçèöèè è ñðàâíèâàòü äåéñòâèå ýòèõ îïåðàòîðîâ.

Íîðìàëüíûå è ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû. Êàê îòìå÷åíî âûøå, â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëåíà ñóïåðïîçèöèÿ îïåðàòîðà A è ñîïðÿæåí-
íîãî ê íåìó A∗. Îäíàêî, âîîáùå ãîâîðÿ, AA∗ 6= A∗A.

Ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå íà-
çûâàåòñÿ íîðìàëüíûì åñëè âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå AA∗ = A∗A,

Áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåííûì åñëè A = A∗. Â êîì-
ïëåêñíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ ýðìèòî-
âûì.
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Äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà òîæäåñòâåííî âûïîëíÿåòñÿ

∀x, y ∈ H : 〈Ax|y〉 = 〈x|Ay〉.

Â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A íå ñîâïàäàåò ñî âñåì H, è îêàçûâàåòñÿ,

÷òî D(A) 6= D(A∗), íî, äëÿ âñåõ x, y ∈ D(A)
⋂
D(A∗) âûïîëíÿåòñÿ A = A∗, îïåðàòîð A∗

íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì. Åñëè æå ïðè ýòîì D(A) = D(A∗), òî äëÿ A ñîõðàíÿåòñÿ òåðìèí

ñàìîñîïðÿæåííûé.

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî â îáùåì ñëó÷àå âûøå,

• òîæäåñòâåííûé â H îïåðàòîð ñàìîñîïðÿæåí;

• ñóììà ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð;

• ïðîèçâåäåíèå ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà íà ÷èñëî ñàìîñîïðÿæåíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòî ÷èñëî äåéñòâèòåëüíîå.

Åñëè A è B � ïðîèçâîëüíûå ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû â H, òî èõ ñóïåð-
ïîçèöèÿ ìîæåò è íå áûòü ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì. .

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

A = A∗, B = B∗ ⇒ (AB)∗ = B∗A∗ = BA.

Òîãäà, åñëè AB 6= BA, ñóïåðïîçèöèÿ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ íå ñàìîñîïðÿæåíà

Ñóïåðïîçèöèÿ äâóõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ áóäåò ñàìîñîïðÿæåí-
íûì îïåðàòîðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ïåðåñòàíîâî÷íû.

Ïîëîæèòåëüíûå îïåðàòîðû. Åñëè îïåðàòîð A � ñàìîñîïðÿæåí, òî ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈Ax|x〉 � äåéñòâèòåëüíî, êàê ïîêàçûâàþò ñëåäóþùèå
âûêëàäêè.

〈Ax|x〉 = 〈x|Ax〉 = 〈Ax|x〉 ⇒ 〈Ax|x〉 ∈ R.

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò âûäåëèòü èç ñîâîêóïíîñòè ñàìîñîïðÿæåíûõ
îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ò.í. ïîëîæèòåëüíûå îïåðàòîðû.

Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì (è çàïèñûâàåòñÿ ýòî îáñòîÿ-
òåëüñòâî îáû÷íûì íåðàâåíñòâîì A > 0), åñëè

∀x 6= 0, x ∈ H : 〈Ax|x〉 > 0.

Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ x ∈ H äîïóñêàåòñÿ íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî,
òî îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì è ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îáîçíà÷à-
åòñÿ A ≥ 0.
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Ïîíÿòèå ïîëîæèòåëüíîñòè äàåò âîçìîæíîñòü ñðàâíèâàòü ñàìîñîïðÿæåí-
íûå îïåðàòîðû, ãîâîðÿ, íàïðèìåð, ÷òî A > B, åñëè îïåðàòîð A − B � ïî-
ëîæèòåëåí.

Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ ñïðàâåäëèâ àíàëîã íåðàâåíñòâà Êîøè-
Áóíÿêîâñêîãî:

åñëè A ≥ 0 : ∀x, y ∈ H |〈Ax|y〉|2 ≤ 〈Ax|x〉 · 〈Ay|y〉,

êîòîðûé ìîæåò áûòü äîêàçàí òàê æå, êàê è íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî
äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

2.2. Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

Íàëè÷èå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ïîç-
âîëÿåò ïîëó÷èòü àíàëîã õîðîøî èçâåñòíîãî èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû
ôàêòà î ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, {ei}∞1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ
â H, A � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Äåéñòâèå îïåðàòîðà A íà ýëåìåíò x ∈ H
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Ax = A

(∑
i

xiei

)
=
∑
i

xiAei,

ãäå xi � êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {ei}, Aei ∈ H � îáðàçû áàçèñíûõ
âåêòîðîâ. Ðàñêëàäûâàÿ îáðàçû Aei â òîì æå áàçèñå

Aei =
∑
j

mjiej

è ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò â ïðåäûäóùåå ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷èì:

Ax =
∑
i

xi

(∑
j

mjiej

)
=
∑
j

(∑
j

mjixi

)
ej = MA · x.

Îòìåòèì, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû MA ñîñòàâëåíû èç êîîðäèíàò îáðàçîâ Aei,
x � ñòîëáåö êîîðäèíàò ïðîîáðàçà â òîì æå áàçèñå, à óìíîæåíèå ìàòðèöû
(âîîáùå ãîâîðÿ, ïîëóáåñêîíå÷íîé âïðàâî è âíèç) íà ñòîëáåö ïîíèìàåòñÿ
îáû÷íûì îáðàçîì.

Ãîâîðÿò, ÷òî ëèíåéíûé â H îïåðàòîð A äîïóñêàåò ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå, åñëè ñóùåñòâóåò ìàòðèöà MA

MA = (mij) =

 m11 m12 . . .
m21 m22 . . .
. . . . . . . . .
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òàêàÿ, ÷òî äåéñòâèå îïåðàòîðà A íà ýëåìåíò x â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðî-
âàííîì áàçèñå îïèñûâàåòñÿ óìíîæåíèåì ìàòðèöûMA íà âåêòîð êîîðäèíàò
ýëåìåíòà x = (xi)

∞
1 :

Ax = MA ·

 x1

x2

. . .

 . (3.2.2)

Ïðè ýòîì ýëåìåíòû ìàòðèöû MA äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

∞∑
i=1

∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

mijxj

∣∣∣∣∣
2

< +∞. (3.2.3)

Âñÿêèé ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð äîïóñêàåò ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå � åñëè óñëî-
âèå (3.2.3) âûïîëíåíî, òî îïåðàòîð A, çàäàâàåìûé ñîîòíîøåíèåì (3.2.2) �
ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé â H îïåðàòîð.

Åñëè îïåðàòîð A îòîáðàæàåò Cn â Cm, òî ïîëó÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå
(3.2.2) � õîðîøî èçâåñòíûé èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû ôàêò.

Ìàòðèöà ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà. Åñëè A � ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâó-
þùèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, MA � åãî ìàòðèöà, à A∗ îïåðàòîð, ñî-
ïðÿæåííûé ê îïåðàòîðó A, òî ýëåìåíòû ìàòðèöû ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà
ëåãêî ìîãóò áûòü íàéäåíû: m∗ji = mij. Â ìàòðè÷íîé ôîðìå

MA∗ = M
T
A,

ãäå M
T
A � ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ è êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííàÿ ïî îò-

íîøåíèþ ê ìàòðèöå MA.
J Äåéñòâèòåëüíî, êîîðäèíàòû (mji)

∞
j=1 îáðàçà âåêòîðà ei íàõîäÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèé mji =

〈ej |Aei〉, j = 1, 2, . . .. Ðàññìîòðèì êîîðäèíàòû (m∗ji)
∞
j=1 îáðàçà áàçèñíîãî âåêòîðà ei ïðè îòîá-

ðàæåíèè A∗: m∗ji = 〈ej |A∗ei〉. Èñïîëüçóÿ (3.2.1), çàêëþ÷àåì, ÷òî

m∗ji = 〈ej |A∗ei〉 = 〈Aej |ei〉 = 〈ei|Aej〉 = mij ,

÷åì äîêàçàòåëüñòâî è çàâåðøàåòñÿ.I

2.3. Îðòîãîíàëüíûå ïðîåêòîðû

Íàïîìíèì1, ÷òî ëþáîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ìîæåò áûòü ðàçëîæå-
íî â îðòîãîíàëüíóþ ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ. Åñëè L � íåêîòîðîå

1Ðàçäåë 1.4, ïðèìåð I, ñòð.57

� 99 �



Áåñêà÷êî Â.Ï., Çàëÿïèí Â.È.

ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H, à L⊥ � åãî îð-
òîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå, òî âñÿêèé ýëåìåíò x ∈ H åäèíñòâåííûì îáðàçîì
ïðåäñòàâèì â âèäå

x = PLx+ P⊥L x, PLx ∈ L, P⊥L x ∈ L⊥.

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî çàïèñûâàþò îáû÷íî òàê: H = L ⊕ L⊥, à ýëåìåíò PLx
íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé ýëåìåíòà x íà ïîäïðîñòðàíñòâî L.

Îïåðàòîð PL : H→ H, ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó x ∈ H åãî ïðî-
åêöèþ PLx ∈ L íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ
èëè îðòîãîíàëüíûì ïðîåêòîðîì íà ïîäïðîñòðàíñòâî L.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ.

1. Îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð � ëèíåéíûé â H îïåðàòîð.

J Îäíîðîäíîñòü è àääèòèâíîñòü îðòîïðîåêòîðà íåìåäëåííî ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè

ðàçëîæåíèÿ x = PLx+P⊥L x. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îãðàíè÷åííîñòè, çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëü-
êó ‖x‖2 = ‖PLx‖2 + ‖P⊥L x‖2, ïîñòîëüêó ‖PLx‖ ≤ ‖x‖ è îðòîïðîåêòîð îãðàíè÷åí.I

2. (PL)2 = PL ◦ PL = PL

3. ‖PL‖ = 1

J Ñëåäóåò èç PLx = x, åñëè òîëüêî x ∈ L, è íåðàâåíñòâà ‖PLx‖ ≤ ‖x‖ .I

4. Îðòîïðîåêòîð � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð: PL = P∗L.
J Ïóñòü x, y � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû èç H è

x = PLx+ P⊥L x, y = PLy + P⊥L y.

Ðàññìîòðèì 〈x|PLy〉 = 〈PLx|PLy〉. Àíàëîãè÷íî, 〈PLx|y〉 = 〈PLx|PLy〉, îòêóäà çàêëþ÷àåì,
÷òî

∀x, y ∈ H : 〈x|PLy〉 = 〈PLx|y〉,

÷òî è îçíà÷àåò ñàìîñîïðÿæåííîñòü îïåðàòîðà PL. I

5. Ëþáîé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A òàêîé, ÷òî A2 = A ÿâëÿåòñÿ îïå-
ðàòîðîì îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî ïðîñòðàíñòâà H.

6. Ñóïåðïîçèöèÿ äâóõ îðòîïðîåêòîðîâ PL1
◦ PL2

áóäåò îðòîïðîåêòîðîì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè îðòîïðîåêòîðû êîììóòèðóþò. Ïðè
ýòîì èõ ñóïåðïîçèöèÿ � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà ïîäïðîñòðàíñòâî
L = L1 ∩ L2:

PL1
◦ PL2

= PL1∩L2
.
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7. Ñóììà äâóõ îðòîïðîåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ îðòîïðîåêòîðîì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà PL1

◦ PL2
= Ø. Â ýòîì ñëó÷àå PL1

+ PL2
= PL1⊕L2

.

J Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ 5 � 7 ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [1]. I

Åñëè â êà÷åñòâå áàçèñà â H âûáðàòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {eLi , eL
⊥

j },
ñîñòàâëåííûé èç âåêòîðîâ {eLi }, îáðàçóþùèõ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â
L, è âåêòîðîâ {eL⊥j }, îáðàçóþùèõ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L⊥, òî, êàê
ëåãêî óáåäèòüñÿ, â ýòîì áàçèñå ìàòðèöà îïåðàòîðà îðòîãîíàëüíîãî ïðîåê-
òèðîâàíèÿ ïðèíèìàåò âèä:

MP =

(
IL Ø21

Ø12 ØL⊥

)
.

Çäåñü IL � ìàòðèöà òîæäåñòâåííîãî â L îïåðàòîðà, ØL⊥ � ìàòðèöà íóëå-
âîãî îïåðàòîðà â L⊥, Ø12 è Ø21 � ìàòðèöû íóëåâûõ îïåðàòîðîâ èç L1 â L2

è èç L2 â L1, ñîîòâåòñòâåííî.

2.4. Èçîìåòðè÷åñêèå è óíèòàðíûå îïåðàòîðû

Ïóñòü H1 è H2 � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà, ñî ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäå-
íèÿìè 〈·|·〉1 è 〈·|·〉2 ñîîòâåòñòâåííî.

Îïåðàòîð T : H1 → H2 íàçûâàåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì, åñëè îí îòîá-
ðàæàåò ïðîñòðàíñòâî H1 íà âñå2 H2 è ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå,
ò.å.

∀x, y ∈ H1 : 〈Tx|Ty〉2 = 〈x|y〉1.
Åñëè H1 = H2. òî îïåðàòîð T íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì3 è îáû÷íî îáîçíà÷à-
åòñÿ ñèìâîëîì U . Åñëè ïðîñòðàíñòâî H = H1 = H2 � äåéñòâèòåëüíîå, òî
óíèòàðíûé îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì
O.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòîãî êëàññà îïåðàòîðîâ.

1. Èçîìåòðè÷åñêèé (óíèòàðíûé, îðòîãîíàëüíûé) îïåðàòîð îáðàòèì.

J Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ x 6= y âûïîëíÿåòñÿ Tx = Ty è ðàññìîòðèì

0 = 〈Tx− Ty|Tx− Ty〉2 = 〈Tx|Tx〉2 − 〈Tx|Ty〉2 − 〈Ty|Tx〉2 + 〈Ty|Ty〉2 =

2Ò.å., ∀ y ∈ H2 ∃ x ∈ H1 : y = Tx.
3Óíèòàðíûå îïåðàòîðû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Cîñòîÿíèå êâàíòîâîé ñèñòåìû

îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íîðìà âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ � ýòî âåðîÿòíîñòü äëÿ
êâàíòîâîé ñèñòåìû íàõîäèòüñÿ â ýòîì ñîñòîÿíèè.
Ýâîëþöèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû âî âðåìåíè îïèñûâàåòñÿ îïåðàòîðîì, ñîõðàíÿþùèì íîðìû, Ýòîò îïå-

ðàòîð óíèòàðåí. Íåóíèòàðíûå îïåðàòîðû ýâîëþöèè (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, íåýðìèòîâûå ãàìèëüòîíèà-
íû) äëÿ èçîëèðîâàííîé êâàíòîâîé ñèñòåìû çàïðåùåíû â êâàíòîâîé ìåõàíèêå.
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= 〈x|x〉1 − 〈x|y〉1 − 〈y|x〉1 + 〈y|y〉1 = 〈x− y|x− y〉1 = ‖x− y‖2,

îòêóäà ñëåäóåò òîæäåñòâåííîñòü x è y. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ñóùåñòâî-

âàíèå îáðàòíîãî îïåðàòîðà. I

2. Îïåðàòîð, îáðàòíûé ê èçîìåòðè÷åñêîìó (óíèòàðíîìó, îðòîãîíàëüíî-
ìó) îïåðàòîðó, ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì (óíèòàðíûì, îðòîãîíàëüíûì)
îïåðàòîðîì.

J Ïóñòü Tx = u, Ty = v. Èç îïðåäåëåíèÿ èçîìåòðè÷íîñòè ïîëó÷àåì

〈Tx|Ty〉2 = 〈u|v〉2 = 〈x|y〉1 = 〈T−1u|T−1v〉1.

Îòñþäà 〈u|v〉2 = 〈T−1u|T−1v〉1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. I

3. Èçîìåòðè÷åñêèé (óíèòàðíûé, îðòîãîíàëüíûé) îïåðàòîð � ëèíåéíûé
îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð.

J Ïóñòü λ � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì

〈λTx|Ty〉2 = λ〈Tx|Ty〉2 = λ〈x|y〉1 = 〈λx|y〉1 = 〈T (λx)|Ty〉2,

îòêóäà

∀x, y : 〈λTx|Ty〉2 = 〈T (λx)|Ty〉2 ⇒ T (λx) = λTx,

îòêóäà ñëåäóåò îäíîðîäíîñòü îïåðàòîðà T .

Àíàëîãè÷íî, ∀x, y, z

〈T (x+y)|z〉 = 〈x+y|z〉 = 〈x|z〉+〈y|z〉 = 〈Tx|Tz〉+〈Ty|Tz〉 = 〈Tx+Ty|z〉 ⇒ T (x+y) = Tx+Ty

÷åì äîêàçàòåëüñòâî àääèòèâíîñòè îïåðàòîðà T çàâåðøàåòñÿ.

Îãðàíè÷åííîñòü î÷åâèäíà èç îïðåäåëåíèÿ, ïðè ýòîì ‖T‖ = 1 I.

4. Îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê èçîìåòðè÷åñêîìó (óíèòàðíîìó, îðòîãîíàëü-
íîìó) ñîâïàäàåò ñ îáðàòíûì: T ∗ = T−1

J Ïî îïðåäåëåíèþ, ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð T ∗ äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà H2 â ïðîñòðàí-
ñòâî H1 òàê, ÷òî ýëåìåíòó u (ëèíåéíîìó ôóíêöèîíàëó â H2) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
ýëåìåíò T ∗u (ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë â H1) òàê, ÷òî ∀x ∈ H1 âûïîëíÿåòñÿ

〈T ∗u|x〉1 = 〈u|Tx〉2.

Â ñèëó èçîìåòðè÷íîñòè îïåðàòîðà T−1, ïîñëåäíåå òîæäåñòâî ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â
âèäå

〈u|Tx〉2 = 〈T−1u|T−1Tx〉1 = 〈T−1u|x〉1,

îòêóäà

∀x ∈ H1 〈T ∗u|x〉1 = 〈T−1u|x〉1

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. I
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5. Åñëè A : H1 → H2 � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, òàêîé. ÷òî
îáðàç H1 âñå H2 è

∀x ∈ H1 : ‖Ax‖2 = ‖x‖1,

òî îïåðàòîð A � èçîìåòðè÷åñêèé (óíèòàðíûé, îðòîãîíàëüíûé).

J Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x, y � íåêîòîðûå ýëåìåíòû H1, λ ∈ C � ïðîèçâîëüíîå. Ïîëîæèì
z = λx+ y. Â ñèëó ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà A, ïîëó÷àåì

‖A(λx+ y)‖22 = 〈A(λx+ y)|A(λx+ y)〉2 = |λ|2‖Ax‖22 + λ〈Ax|Ay〉2 + λ〈Ay|Ax〉2 + ‖Ay‖22.

Â òî æå âðåìÿ

‖λx+ y‖21 = 〈λx+ y|λx+ y〉1 = |λ|2‖x‖21 + λ〈x|y〉1 + λ〈y|x〉1 + ‖y‖21

Ïîñêîëüêó, ïî óñëîâèþ òåîðåìû, ‖Az‖22 = ‖z‖21, òî, ñðàâíèâàÿ äâà ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâà,
çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî λ ∈ C òîæäåñòâåííî âûïîëíÿåòñÿ

λ〈Ax|Ay〉2 + λ〈Ay|Ax〉2 = λ〈x|y〉1 + λ〈y|x〉1.

Åñëè â ïîñëåäíåì òîæäåñòâå âçÿòü λ ∈ R, òî ïîëó÷àåì Re〈Ax|Ay〉2 = Re〈x|y〉1, à ïðè λ
÷èñòî ìíèìûõ èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî Im〈Ax|Ay〉2 = Im〈x|y〉1, îòêóäà ñëåäóåò èçîìåòðè÷-

íîñòü îïåðàòîðà A: 〈Ax|Ay〉2 = 〈x|y〉1. I

6. Åñëè
T2 : H1 → H2, T1 : H2 → H3

èçîìåòðè÷íûå (óíèòàðíûå, îðòîãîíàëüíûå) îïåðàòîðû, òî èõ ñóïåð-
ïîçèöèÿ T = T1T2 : H1 → H3 òàêæå èçîìåòðè÷åñêèé (óíèòàðíûé,
îðòîãîíàëüíûé) îïåðàòîð.

J Ïóñòü x1, x2 ∈ H1, y1 = T2x1, y2 = T2x2 ∈ H2, u1 = T1y1, u2 = T1y2 ∈ H3, òàê, ÷òî
Tx1 = u1, Tx2 = u2 ∈ H3. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ:

〈Tx1|Tx2〉3 = 〈T1T2x1|T1T2x2〉3 = 〈T2x1|T2x2〉2 = 〈x1|x2〉1

÷åì äîêàçàòåëüñòâî è çàâåðøàåòñÿ. I

Óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíûå îïåðàòîðû. Ñ ïîíÿòèåì èçîìåòðè÷íîñòè (óíè-
òàðíîñòè) ñâÿçàíî âàæíîå ïîíÿòèå óíèòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîçâîëÿ-
þùåå îòîæäåñòâëÿòü ôîðìàëüíî ðàçëè÷íûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû,

Ïóñòü A : H1 → H1, B : H2 → H2 � ëèíåéíûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþ-
ùèå â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ H1 è H2 ñîîòâåòñòâåííî, T � èçîìåòðè-
÷åñêèé îïåðàòîð èç H1 â H2.

Îïåðàòîðû A è B íàçûâàþòñÿ óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè

∀x ∈ H1 : B(Tx) = T (Ax),
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Ðèñ. 3.1. Ê îïðåäåëåíèþ óíèòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè îïåðàòîðîâ

Èç îïðåäåëåíèÿ çàêëþ÷àåì, ÷òî óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíûå îïåðàòîðû ñâÿ-
çàíû ñîîòíîøåíèÿìè:

B = TAT−1 = TAT ∗ ↔ A = T−1BT = T ∗BT. (3.2.4)

Â ÷àñòíîñòè, ïóñòü H1 = H2 = H, U � óíèòàðíûé, A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â H. Åñëè îïåðàòîð

U ïåðåâîäèò ýëåìåíò x â x′ : Ux = x′, à îïåðàòîð A � ýëåìåíò x â ýëåìåíò y = Ax, òî îïåðàòîð

B, óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíûé îïåðàòîðó A, ïåðåâîäèò ýëåìåíò x′ = Ux â ýëåìåíò y′ = Uy.

Ïðè ýòîì îïåðàòîð B, óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíûé îïåðàòîðó A, çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (3.2.4)

B = UAU−1 = UAU∗ .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè îïåðàòîð A � ñàìîñîïðÿæåííûé, òî è óíèòàðíî
ýêâèâàëåíòíûé åìó òàêæå ñàìîñîïðÿæåí, ÷òî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ñî-
îòíîøåíèé (3.2.4).

Óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíûå îïåðàòîðû èìåþò îäèíàêîâîå ìàòðè÷íîå ïðåä-
ñòàâëåíèå.
J Èçîìåòðè÷åñêèé (óíèòàðíûé) îïåðàòîð íå ìåíÿåò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è íîðìû,

îòêóäà è ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ñôîðìóëèðîâàííîãî óòâåðæäåíèÿ.I

Íîðìû óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíûõ îïåðàòîðîâ îäèíàêîâû.
J Î÷åâèäíî ñëåäóåò èç (3.2.4). I

Åñëè A è B � îïåðàòîðû â H, à îïåðàòîð [A,B] � èõ êîììóòàòîð, òî
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

U [A,B]U ∗ = [UAU ∗, UBU∗].

Äðóãèìè ñëîâàìè, îïåðàòîð, óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíûé êîììóòàòîðó îïå-
ðàòîðîâ A è B, ñîâïàäàåò ñ êîììóòàòîðîì îïåðàòîðîâ, óíèòàðíî ýêâèâà-
ëåíòíûõ îïåðàòîðàì A è B
J Ïîñêîëüêó U−1 = U∗ ⇒ U∗U = UU∗ = I, òî

U [A,B]U∗ = UABU∗ − UBAU∗ = (UAU∗)(UBU∗)− (UBU∗)(UAU∗) = [UBU∗, UBU∗]. I
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2.5. Îïåðàòîð Ôóðüå � Ïëàíøåðåëÿ

Âàæíûì äëÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè ïðèìåðîì óíèòàðíîãî îïåðàòîðà ÿâ-
ëÿåòñÿ îïåðàòîð Ôóðüå-Ïëàíøåðåëÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2

[R].

Ïðîñòðàíñòâî L2
[R]. Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà L2

[R] ÿâëÿþò-
ñÿ êëàññû ôóíêöèé, êîòîðûå îïðåäåëåíû íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ñîâïà-
äàþò ïî÷òè âñþäó íà R è èíòåãðèðóåìû ñ êâàäðàòîì:

∀x ∈ L2
[R] :

+∞∫
−∞

|x(t)|2dt < +∞.

Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé îïðåäåëåíû ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå

〈x|y〉 =

+∞∫
−∞

x(t)y(t)dt

è íîðìà ‖x‖2 = 〈x|x〉.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèè hm(t), m = 0, 1, 2, . . ., çàäàâàåìûå ñîîòíîøåíèÿìè

h0 = e−
t2

2 , h1 = te−
t2

2 , . . . , hm = tme−
t2

2 , . . . .

Ýòè ôóíêöèè ëèíåéíî íåçàâèñèìû (ñëåäóåò èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè
ñèñòåìû ñòåïåíåé) è îáðàçóþò ïîëíóþ â L2

[R] ñèñòåìó
4.

Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñèñòåìû ôóíêöèé {tme− t
2

2 }∞0 , êîòîðóþ ìû áóäåì îáî-
çíà÷àòü H, îáðàçóåò àëãåáðàè÷åñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïëîòíîå â L2

[R].

Ïðèìåíèì ê ôóíêöèÿì hm(t), m = 0, 1, 2, . . ., ïðîöåäóðó îðòîãîíàëèçà-
öèè. Ïîëó÷åííûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ îáîçíà÷èì e0, e1, e2, . . . , em, . . ..
Íåñëîæíûå5 âûêëàäêè ïîêàçûâàþò, ÷òî ôóíêöèè em(t) äàþòñÿ ñîîòíîøå-
íèÿìè

em(t) = Hm(t)e−
t2

2 , (3.2.5)

ãäå

Hm(t) =
(−1)m

km
et

2 dm

dtm
e−t

2

, k2
m = 2mm!

√
π

4Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [1].
5Íî äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèå, ÷òîáû áûòü ïðèâåäåííûìè çäåñü. Ïîäðîáíåå ñ íèìè ìîæíî îçíàêî-

ìèòüñÿ, íàïðèìåð, â [2]
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îðòîíîðìèðîâàííûå ñ âåñîì ρ = e−t
2

ìíîãî÷ëåíû ×åáûø¼âà-Ýðìèòà6:

〈Hm|Hn〉 =

+∞∫
=∞

Hm(t)Hn(t)e
−t2dt =

{
0, m 6= n
1, m = n

Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ x(t) èç H èìååò âèä:

x(t) = x0e0 + x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen (3.2.6)

è å¼ íîðìà äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

〈x|x〉 = ‖x‖2 = x2
0 + x2

1 + · · ·+ x2
n.

Îïåðàòîð Ôóðüå � Ïëàíøåðåëÿ â H. Îïðåäåëèì îïåðàòîð F íà ìíîæåñòâå
H ñîîòíîøåíèåì

∀x(t) ∈ H : y(t) = Fx =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−itτx(τ)dτ. (3.2.7)

Î÷åâèäíî, ÷òî òàê îïðåäåëåííûé îïåðàòîð îïðåäåëåí íà âñåõ ýëåìåíòàõ
x ∈ H, ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì è àääèòèâíûì. Ïîýòîìó

y = Fx = x0Fe0 + x1Fe1 + · · ·+ xnFen.

Íàéäåì îáðàçû Fem áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ em:

J Fem =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−itτHm(τ)e−
τ2

2 dτ =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−itτ
(−1)m

km
e
τ2

2
dm

dτm
e−τ

2
dτ.

Èíòåãðèðóÿ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå k ðàç ïî ÷àñòÿì è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà êàæäîì øàãå èíòå-
ãðèðîâàíèÿ âíåèíòåãðàëüíûé ÷ëåí îáðàùàåòñÿ â íîëü, ïîëó÷àåì:

=
(−1)m√

2π

+∞∫
−∞

e−τ
2 1

km

dm

dτm
e
τ2

2
−itτdτ =

(−1)m

km
√

2π
e
t2

2

+∞∫
−∞

e−τ
2 dm

dτm
e

(τ−it)2
2 dτ.

Çàìåòèâ, ÷òî
d

dτ
e

(τ−it)2
2 = (−i) · d

dt
e

(τ−it)2
2 ,

â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå âûíåñåì îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ çà çíàê èíòåãðàëà:

Fem =
im

km
√

2π
e
t2

2
dm

dtm

+∞∫
−∞

e−τ
2
e

(τ−it)2
2 dτ =

im

km
√

2π
e
t2

2
dm

dtm

+∞∫
−∞

e−
τ2

2
− t

2

2
−itτdτ.

6Ðàçäåë 1.2.7
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà òîæäåñòâîì

1√
2π

+∞∫
−∞

e−itτe−
τ2

2 dτ = e−
t2

2 .

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

Fem =
im

km
et

2 dm

dtm
e−t

2

= (−i)mem. I (3.2.8)

Â ñèëó (3.2.8), äåéñòâèå îïåðàòîðà F íà ýëåìåíò x îïèñûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì:

y = Fx = x0e0 − ix1e1 − x2e2 − ix3e3 + x4e4 + · · ·+ (in)xnen, (3.2.9)

èç êîòîðîãî, ñðàâíèâàÿ ñ (3.2.6), çàêëþ÷àåì:
1. ∀x ∈ H : Fx ∈ H;
2. ∀x ∈ H : ‖Fx‖ = ‖x‖ ⇒ ‖F‖ = 1;
3. ó îïåðàòîðà F ñóùåñòâóåò îáðàòíûé, êîòîðûé çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

x(t) = F−1x =
1√
2π

+∞∫
−∞

eitτy(τ)dτ. (3.2.10)

Ðàñøèðÿÿ îïåðàòîð F ïî íåïðåðûâíîñòè ñ ñîõðàíåíèåì íîðìû äî îïå-
ðàòîðà F , äåéñòâóþùåãî âî âñåì ïðîñòðàíñòâå L2

[R], ïðèõîäèì ê îïåðàòîðó,
íîñÿùåìó â ëèòåðàòóðå íàçâàíèå îïåðàòîðà Ôóðüå�Ïëàíøåðåëÿ.

Ýòîò îïåðàòîð óíèòàðåí è äëÿ ôóíêöèé x(t) ∈ L2
[R], êîòîðûå åù¼ è àá-

ñîëþòíî èíòåãðèðóåìû íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, îí ìîæåò áûòü çàäàí
ñîîòíîøåíèåì (3.2.7), ò.å. ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì, õîðîøî èçâåñòíûì èç êóðñà
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå.

Îáðàòíûé ê F îïåðàòîð F−1 íà ýòîì êëàññå ôóíêöèé çàäàåòñÿ ñîîòíî-
øåíèåì (3.2.10).

Ìîæíî ïîêàçàòü (íàïðèìåð [1]), ÷òî îïåðàòîð Ôóðüå-Ïëàíøåðåëÿ F è îáðàòíûé ê íåìó
F−1 ìîãóò áûòü çàäàíû ∀x, x ∈ L2

[R] ñîîòíîøåíèÿìè:

Fx =
1√
2π

d

dt

+∞∫
−∞

e−itτ − 1

−iτ
x(τ)dτ F−1y =

1√
2π

d

dt

+∞∫
−∞

eitτ − 1

iτ
y(τ)dτ.

2.6. Îïåðàòîðû óìíîæåíèÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â L2
[R]

Îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ. Ðàññìîòðèì â L2
[R] îïå-

ðàòîð M, êîòîðûé äåéñòâóÿ íà ýëåìåíò x(t), ïðåîáðàçóåò åãî â ýëåìåíò
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Mx = y(t) = t · x(t). Ýòîò îïåðàòîð7 îïðåäåëåí íà âñåõ òàêèõ ýëåìåíòàõ x
ïðîñòðàíñòâà L2

[R], êîòîðûå èíòåãðèðóåìû ñ êâàäðàòîì âìåñòå ñ tx(t). Ïî-

ñêîëüêó îí çàâåäîìî îïðåäåëåí äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x(t) ∈ H8, òî îáëàñòü
åãî îïðåäåëåíèÿ ïëîòíà â L2

[R]. Îáîçíà÷èì å¼ D(M).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îí, àääèòèâåí è îäíîðîäåí, îäíàêî îãðàíè÷åííûì
íå ÿâëÿåòñÿ.
J Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

Hm(t) =
(−1)m

km
et

2 dm

dtm
e−t

2
, k2

m = 2mm!
√
π,

çàäàþùóþ ìíîãî÷ëåíû ×åáûø¼âà-Ýðìèòà, óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ðåêóððåíòíîãî ñîîò-
íîøåíèÿ

tH0 =
H1√

2
, tHm(t) =

√
m+ 1

2
Hm+1(t) +

√
m

2
Hm−1(t), (3.2.11)

êîòîðîå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

Mem = tem =

√
m+ 1

2
em+1 +

√
m

2
em−1(t). (3.2.12)

Â ñèëó îðòîíîðìèðîâàííîñòè áàçèñà em(t) = Hm(t)e−
t2

2 çàêëþ÷àåì, ÷òî

‖tem‖2 =
m+ 1

2
+
m

2
⇒ ‖tem‖ =

√
m+

1

2
,

îòêóäà è ñëåäóåò íåîãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ.I

ÎïåðàòîðM � ñàìîñîïðÿæåí.
J ÅñëèM∗ � ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, òî îí äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó: äëÿ ëþáîãî x ∈ D(M)

òîæäåñòâåííî âûïîëíÿåòñÿ 〈Mx|y〉 = 〈x|M∗y〉.
Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî t ∈ R, ïåðåïèøåì ýòî òîæäåñòâî â âèäå

〈Mx|y〉 = 〈tx|y〉 = 〈x|ty〉,

÷òî îçíà÷àåòM =M∗ è, ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîðM � ñèììåòðè÷åñêèé.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî D(M) = D(M∗), îòêóäà ñëåäóåò
ñàìîñîïðÿæåííîñòü.I

Îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Íàðÿäó ñ îïåðàòîðîì óìíîæåíèÿ íà íåçà-
âèñèìóþ ïåðåìåííóþ, ðàññìîòðèì îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ D, äåé-
ñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

Dx = y(t) = i
d

dt
x(t).

7Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå îí íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì êîîðäèíàòû.

8Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ∀m ≥ 0 èíòåãðàë
+∞∫
−∞

tme−
t2

2 dt ñõîäèòñÿ

� 108 �



Îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ9 îïðåäåëåí íà âñåõ òàêèõ êëàññàõ ôóíê-
öèé x(t) èç L2

[R], êîòîðûå ñóìììèðóåìû ñ êâàäðàòîì è ó êîòîðûõ ñóùå-
ñòâóåò ñóììèðóåìàÿ ñ êâàäðàòîì ïðîèçâîäíàÿ x′(t). Êàê è âûøå, çàìåòèì,
÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñîäåðæèò ïîäïðî-
ñòðàíñòâî H. Îòñþäà � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ ïëîòíà â L2

[R].

Áóäåì îáîçíà÷àòü å¼ D(D).

Îáëàñòü çíà÷åíèé îïåðàòîðà D òàêæå ñîäåðæèò ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî:

∀x ∈ H : i
d

dt

(
Pm(t)e−

t2

2

)
= Qm+1(t)e

− t
2

2 ∈ H,

çäåñü Pm(t), Qm+1(t) � ìíîãî÷ëåíû, ñòåïåíè êîòîðûõ ðàâíû m è m + 1,
ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àääèòèâåí è
îäíîðîäåí. Ïîêàæåì, ÷òî îí íåîãðàíè÷åí.
J Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ýëåìåíòîâ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà em ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

d

dt
em =

√
m

2
· em−1 −

√
m+ 1

2
· em+1. (3.2.13)

Äåéñòâèòåëüíî,

(em)
′

= (Hm)
′
e−

t2

2 − tHme
− t

2

2 .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

d

dt
Hm(t) =

d

dt

(
(−1)m

km
et

2 dm

dtm
e−t

2

)
= 2tHm −Hm+1

√
2(m+ 1),

è ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (3.2.11), ïðèõîäèì ê ñîîòíî-
øåíèþ

(Hm)′ =
√

2mHm−1.

Òåïåðü îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî em = Hme
− t

2

2 , îòêóäà è ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü
ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû (3.2.13).

Äëÿ íîðìû ‖Dem‖ = ‖i(em)′‖ èç (3.2.13) ïîëó÷àåì

‖Dem‖ =

√
m+

1

2
,

÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î íåîãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.I

Îïåðàòîð D = i
d

dt
ñàìîñîïðÿæåí:

∀x, y ∈ D(D) 〈Dx|y〉 = 〈x|Dy〉.
9Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå îäèí èç îñíîâíûõ îïåðàòîðîâ � îïåðàòîð èìïóëüñà, êîòîðûé çàäàåòñÿ ñî-

îòíîøåíèåì −i~ ∂
∂t

è òîëüêî ïîñòîÿííûì ìíîæèòåëåì îòëè÷àåòñÿ îò îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Vladimir I. Zaliapin
Машинописный текст
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J Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è ó÷èòûâàÿ, ÷òî âíåèíòåãðàëüíûé ÷ëåí îáðàùàåòñÿ â íîëü, ïîëó÷àåì:

〈Dx|y〉 = −i
+∞∫
−∞

x′(t)y(t)dt =

+∞∫
−∞

x(t)iy′(t)dt = 〈x|Dy〉. I

Îïåðàòîðû M � óìíîæåíèÿ íà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ, è D � äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ äîñòàâëÿþò íàì ïðèìåð óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíûõ îïåðà-
òîðîâ.
J Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü F : L2

[R] → L2
[R] � îïåðàòîð Ôóðüå. Òîãäà, ∀x ∈ H âûïîëíÿåòñÿ

FM =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−itττ · x(τ)dτ.

Â òî æå âðåìÿ â H

DF = i
d

dt

 1√
2π

+∞∫
−∞

e−itτx(τ)dτ

 =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−itττ · x(τ)dτ = FM,

îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî

∀x ∈ L2
[R] : FM = DF ⇒ M = F−1DF

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. I



Ãëàâà 4

Ýëåìåíòû ñïåêòðàëüíîé òåîðèè

îïåðàòîðîâ

4.1. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, A îïåðàòîð â H.
Íåíóëåâîé âåêòîð u ∈ H íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà

A, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî λ, òàêîå, ÷òî

Au = λu. (4.1.1)

×èñëî λ ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A.
Íàëè÷èå ó îïåðàòîðà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ó

îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (4.1.1) íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ.
Îòìåòèì íåñêîëüêî ïðîñòûõ ñâîéñòâ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ.
1. Åñëè ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ îòâå÷àåò ñîáñòâåííûé âåêòîð u, òî

è âåêòîð v = µu, ∀µ 6= 0 � òàêæå ñîáñòâåííûé, îòâå÷àþùèé òîìó æå
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ.

2. Ó îïåðàòîðà ìîæåò âîâñå íå áûòü ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.
1.Ðàññìîòðèì îïåðàòîð M óìíîæåíèÿ íà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ â L2

[R]. Åñëè x � ñîá-
ñòâåííûé âåêòîð ýòîãî îïåðàòîðà, òî äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà λ òîæäåñòâåííî ïî t äîëæíî âû-
ïîëíÿòüñÿ

Mx = λx ⇒ t · x(t) ≡ λx(t) ∀t,

÷òî íåâîçìîæíî íè ïðè êàêîì λ â ñèëó x(t) 6= 0.
2. Äðóãèì ïðèìåðîì îïåðàòîðà, ó êîòîðîãî îòñóòñòâóþò ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ÿâëÿåòñÿ

îïåðàòîð êîîðäèíàòíîãî ñäâèãà â l2

∀x ∈ l2 : Ax = A


x1

x2

· · ·
xn
· · ·

 =


0
x1

· · ·
xn−1

· · ·

 .
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Åñëè ïðè íåêîòîðîì λ âûïîëíÿåòñÿ Ax = λx, òî ýòî âîçìîæíî ëèøü äëÿ x = 0,

3. Åùå îäèí âàæíûé äëÿ ïðèëîæåíèé ïðèìåð îïåðàòîðà, ó êîòîðîãî îòñóòñòâóþò ñîáñòâåí-
íûå âåêòîðû, äàåò îïåðàòîð Âîëüòåððà:

V : L2
[0;1] → L2

[0;1] : ∀x Vx =

t∫
0

K(t, τ)x(τ)dτ.

3. Îäíîìó è òîìó æå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ìîæåò îòâå÷àòü íåñêîëü-
êî ðàçëè÷íûõ (ò.å. ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ) ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Ïðè
ýòîì, ëþáàÿ èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåê-
òîðîì îïåðàòîðà ñ òåì æå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì.

Ax = λx, Ay = λy ⇒ A(αx+ βy) = λ(αx+ βy).

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ îäíîìó è òîìó æå
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ, ïîïîëíåííàÿ íóëåâûì âåêòîðîì, îáðàçóåò àëãåáðà-
è÷åñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî â H. Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåí-
íûì ïîäïðîñòðàíñòâîì. Åãî ðàçìåðíîñòü, êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ, íà-
çûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòüþ1 ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ.

1. Ïóñòü A � îïåðàòîð èç R3 â R3, çàäàâàåìûé ñîîòíîøåíèåì:

Ax =

 1 0 0
0 1 0
1 0 1

 ·
 x1

x2

x3

 =

 x1

x2

x1 + x3

 .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ó îïåðàòîðà A ñóùåñòâîâàë ñîáñòâåííûé âåêòîð, íóæíî ÷òîáû ñèñòåìà ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé (A− λI)x = 0 îáëàäàëà íåíóëåâûì ðåøåíèåì, ò.å. ÷èñëî λ äîëæíî óäîâëå-
òâîðÿòü óñëîâèþ |A− λI| = 0:∣∣∣∣∣∣

1− λ 0 0
0 1− λ 0
1 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)3 = 0 ⇒ λ = 1.

Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ýòîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ îòâå÷àþò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñîáñòâåí-
íûå âåêòîðû a = {0, 1, 0}T è b = {0, 0, 1}T è, òåì ñàìûì, ñîáñòâåííûìè áóäóò ëþáûå âåêòîðû
u = µa+ νb, µ, ν ∈ R.

Ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî èìååò â äàííîì ñëó÷àå ðàçìåðíîñòü 2, ñîîòâåòñòâåííî, ãåî-
ìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ = 1 ðàâíà 2. Â òî æå âðåìÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ

êðàòíîñòü ýòîãî êîðíÿ ðàâíà 3.

2. Ïóñòü F � îïåðàòîð Ôóðüå-Ïëàíøåðåëÿ â L2
[R], ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (24)

Fem = (−i)mem,

1Â îòëè÷èå îò àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè
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ãäå em = Hm(t)e
−
t2

2 , çàêëþ÷àåì, ÷òî ó ýòîãî îïåðàòîðà åñòü, ïî-êðàéíåé ìåðå, ÷åòûðå ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèÿ � λ = 1, i,−i è −1, êàæäîìó èç êîòîðûõ îòâå÷àåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ:

λ = 1 : Fe4m = e4m, λ = i : Fe4m+3 = i · e4m+3,

λ = −i, Fe4m+1 = (−i) · e4m+1, λ = −1 : Fe4m+2 = (−1) · e4m+2, m = 1, 2, 3, . . . .

Çàìåòèì, ÷òî ∀x ∈ L2
[R]

Fx(t) = F−1x(−t)⇒ F2x(t) = x(−t)⇒ F4x(t) = x(t).

Åñëè λ, ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà F , òî äîëæíî èìåòü ìåñòî

Fx = λx⇒ F4x = λ4x = x⇒ λ4 = 1,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî óïîìÿíóòûìè âûøå ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå ñîáñòâåí-

íûå ÷èñëà îïåðàòîðà Ôóðüå-Ïëàíøåðåëÿ.

4. Ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèÿì, èìåþò îáùèì òîëüêî íóëåâîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà
H.

Â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ îïåðàòîðà, ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî
ìîæåò áûòü çàìêíóòûì, îòíîñèòåëüíî íîðìû, ïîðîæäàåìîé ñêàëÿð-
íûì ïðîèçâåäåíèåì, à ìîæåò è íå áûòü. Â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà âñåãäà çàìêíó-
òû.

Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü L � àëãåáðàè÷åñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà H, ìîæåò áûòü
è íåçàìêíóòîå ìåòðè÷åñêè. Îíî íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì, åñëè L ∈ D(A) è ∀u ∈ L : Au ∈ L.

Øèðîêèé êëàññ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ îáðàçóþò ñîáñòâåííûå
ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà, îòâå÷àþùèå íåêîòîðîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷å-
íèþ è èõ ïðÿìûå ñóììû.

Îäíàêî, ïîíÿòèå èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà øèðå � ó îïåðàòîðà
ìîãóò ñóùåñòâîâàòü èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, íå ñâÿçàííûå ñ ñîá-
ñòâåííûìè âåêòîðàìè.

Êàê áûëî çàìå÷åíî âûøå, ó îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ â L2
[0;1]

íåò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, Ðàññìîòðèì â L2
[0;1] ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íîëü

ïî÷òè âñþäó íà ïðîìåæóòêå, íàïðèìåð, [0; 1
3 ]. ßñíî, ÷òî òàêèå ôóíêöèè îáðàçóþò ïîäïðîñòðàí-

ñòâî. Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà íåçàâèñèìóþ

ïåðåìåííóþ.
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Ïóñòü L � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà A, L⊥ � åãî îðòîãî-
íàëüíîå äîïîëíåíèå. Áóäåò ëè L⊥ èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ýòîãî
îïåðàòîðà? Îêàçûâàåòñÿ, íå îáÿçàòåëüíî.

1. Â ïðîñòðàíñòâå R3 äåéñòâèå îïåðàòîðà A � ïîâîðîò ïðîñòðàíñòâà âîêðóã îñè OZ íà
íåêîòîðûé óãîë 0 < ϕ < 2π. Ïóñòü L � ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ñ íóëåâûìè ïåðâîé è âòîðîé êî-
îðäèíàòàìè (âåêòîðû, êîëëèíåàðíûå îñè OZ). Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê L � ñîâîêóïíîñòü
âåêòîðîâ ñ íóëåâîé òðåòüåé êîîðäèíàòîé (âåêòîðû, êîìïëàíàðíûå ïëîñêîñòè XOY ). Êàê âèä-
íî èç îïðåäåëåíèÿ, â ýòîì ñëó÷àå ïîäïðîñòðàíñòâî L è åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå  L⊥ îáà
èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A.

2. Â ïðîñòðàíñòâå R2 äåéñòâèå îïåðàòîðà A äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (ðèñ.4.1.):

A

(
x
y

)
=

(
x+ y
y

)
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî L âåêòîðîâ ñ íóëåâîé âòîðîé êîîðäèíàòîé (ò.å. � îñü OX)

Ðèñ. 4.1. Ïðèìåð íåèíâàðèàíòíîñòè îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ

èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A, â òî âðåìÿ êàê åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå (îñü

OY ) ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè íå îáëàäàåò.

Åñëè L � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà A, òî ñóæåíèå îïå-
ðàòîðà íà ïîäïðîñòðàíñòâî L íàçûâàåòñÿ ÷àñòüþ îïåðàòîðà A â ïîäïðî-
ñòðàíñòâå L.

Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî L è åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå L⊥ îáà ÿâëÿþò-
ñÿ èíâàðèàíòíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè îïåðàòîðà A, òî, ïîñêîëüêó âñÿêèé
ýëåìåíò x ∈ H ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå x = u + v, u ∈ L, v ∈ L⊥, äåéñòâèå
îïåðàòîðà A íà ýëåìåíò x îïèñûâàåòñÿ àâòîíîìíûì äåéñòâèåì åãî ÷àñòåé
â ïîäïðîñòðàíñòâàõ L è L⊥. Â óñëîâíî-ìàòðè÷íîì âèäå ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
ìîæíî çàïèñàòü òàê:

x =

(
u

v

)
, Ax =

(
AL ØLL⊥

ØL⊥L AL⊥

)(
u

v

)
= ALu+ AL⊥v.
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Çäåñü AL, AL⊥ � ÷àñòè îïåðàòîðà A â ïîäïðîñòðàíñòâàõ L è L⊥ , ØLL⊥ è
ØL⊥L � íóëåâûå îïåðàòîðû èç L â L⊥ è èç L⊥ â L, ñîîòâåòñòâåííî.

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî L (èëè L⊥) ïðèâîäèò îïå-
ðàòîð A. Î÷åâèäíî, ÷òî òðèâèàëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà (ò.å. íóëåâîå è ñàìî
ïðîñòðàíñòâî) ïðèâîäÿò ëþáîé îïåðàòîð. Åñëè æå ó îïåðàòîðà A íåò íåòðè-
âèàëüíûõ ïðèâîäÿùèõ åãî ïîäïðîñòðàíñòâ, òî òàêîé îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ
íåïðèâîäèìûì.

Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð, L � ïîäïðîñòðàíñòâî H, PL � îïåðàòîð
îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî L.

Äëÿ ïðèâîäèìîñòè îïåðàòîðà A ïîäïðîñòðàíñòâîì L íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû îïåðàòîðû A è îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð PL áûëè ïå-
ðåñòàíîâî÷íû2.

4.2. Ñïåêòð è ðåçîëüâåíòà

Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâåH, ñ ïëîòíîé
â H îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A) è îáëàñòüþ çíà÷åíèé Im(A), λ � ïàðàìåòð,
êîòîðûé ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

Ax− λx = y (4.2.1)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî x ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ïðàâîé ÷àñòè y. Ñ
òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè
óðàâíåíèÿ (4.2.1) â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ è ïðàâîé ÷àñòè
y ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå � ëèíåéíîå è íåîäíîðîäíîå. Çàìåòèì, ÷òî
âñÿêîå åãî ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó êàêîãî-òî ðåøåíèÿ xO îä-
íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ AxO − λxO = 0 è íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ zy óðàâíåíèÿ
íåîäíîðîäíîãî ñ ïðàâîé ÷àñòüþ y : xN = xO + zy.

Òî÷íåå, åñëè zy � ëþáîå (ôèêñèðîâàííîå) ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, xO � ëþáîå

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ îäíîðîäíîãî, òî èõ ñóììà � ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, âîîáùå

ãîâîðÿ (åñëè xO 6= 0), îòëè÷àþùååñÿ îò zy. Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè xN � ëþáîå èç ðåøåíèé

íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, à zy � êàêîå-òî ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, òî xO = xN − zy
� ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (4.2.1) òåñíî ñâÿçàíà ñ ðàçðå-
øèìîñòüþ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ax− λx = 0.

Òóò ìîãóò ðåàëèçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå ñèòóàöèè.

2Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â [1]

� 115 �



Áåñêà÷êî Â.Ï., Çàëÿïèí Â.È.

• Çíà÷åíèå λ òàêîâî, ÷òî îáðàòíûé îïåðàòîð (A−λI)−1 ñóùåñòâóò, îïðå-
äåëåí âñþäó â H (ò.å. Im(A) = H) è îãðàíè÷åí.

Â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð A − λI îñóùåñòâëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D(A) íà îáëàñòü çíà÷åíèé H, îäíî-
ðîäíîå óðàâíåíèå èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå è óðàâíåíèå (4.2.1)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè. Ðåøåíèå ýòîãî
óðàâíåíèÿ äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì x = (A− λI)−1y.

Òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè, à îïåðàòîð
(A− λI)−1 � ðåçîëüâåíòîé.

Ðåçîëüâåíòà � îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, îáû÷íî îáîçíà÷àå-
ìûé Rλ.

• Çíà÷åíèå λ òàêîâî, ÷òî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå Ax−λx = 0 èìååò òîëü-
êî íóëåâîå ðåøåíèå, îäíàêî îáðàòíûé îïåðàòîð (A− λI)−1 îïðåäåëåí
íå íà âñåì ïðîñòðàíñòâå H. Íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ïðè ýòîì ìîæåò
âîîáùå íå èìåòü ðåøåíèé äëÿ êàêèõ-òî ïðàâûõ ÷àñòåé.

• Çíà÷åíèå λ òàêîâî, ÷òî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå Ax − λx = 0 èìååò
íåíóëåâûå ðåøåíèÿ, Òîãäà λ � ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà A è åñëè
íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ðàçðåøèìî, òî ó íåãî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî
ðåøåíèé.

Çíà÷åíèÿ λ, îòâå÷àþùèå äâóì ïîñëåäíèì ñèòóàöèÿì ñîñòàâëÿþò
ñïåêòð îïåðàòîðà A.

Ò.î. âñÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü ðàçáèâàåòñÿ íà äâà äîïîëíÿþùèõ äðóã-
äðóãà ìíîæåñòâà, ïåðâîå èç êîòîðûõ îáðàçóþò ðåãóëÿðíûå çíà÷åíèÿ λ, à
âòîðîå � ñïåêòðàëüíûå.

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A (åñëè
îíè, êîíå÷íî, åñòü) ïðèíàäëåæàò ñïåêòðó.

Ïîìèìî ñîáñòâåííûõ, ñïåêòðó ìîãóò ïðèíàäëåæàòü è äðóãèå çíà÷åíèÿ
λ. Äëÿ òàêèõ ÷èñåë λ îäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò ëèøü íóëåâîå ðåøåíèå,
à íåîäíîðîäíîå îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî, òîëüêî åñëè y ∈ Im(A− λI) = {y :
y = (A− λI)x, x ∈ D(A)} è íå èìååò ðåøåíèé ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ y.

1. ÏóñòüM � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå L2

[0;1] : ∀x Mx(t) = t · x(t). Âûøå (â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå) ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ó ýòîãî
îïåðàòîðà íåò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Â òî æå âðåìÿ îïåðàòîð M− λI íå îáðàòèì äëÿ âñåõ
äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèé 0 ≤ λ ≤ 1, êîòîðûå è îáðàçóþò ñïåêòð ýòîãî îïåðàòîðà.
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2. Îïåðàòîð êîîðäèíàòíîãî ñäâèãà â l2 (ñì. ïðåäûäóùèé ðàçäåë), îáíóëÿþùèé ïåðâóþ
êîîðäèíàòó ýëåìåíòà x ∈ l2 è ïåðåâîäÿùèé êàæäóþ êîîðäèíàòó ñ íîìåðîì k â êîîðäèíàòó ñ
íîìåðîì k + 1, íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè λ 6= 0 îïåðàòîð, îáðàòíûé îïåðàòîðó A − λI, îïðåäåëåí è îãðàíè÷åí íà
âñåì l2 â ñèëó

(A− λI)x = 0 ⇔ x = 0.

Åñëè æå λ = 0, òî (A−λI)−1 = A−1 íå îïðåäåëåí äëÿ ýëåìåíòîâ èç l2 òàêèõ, ÷òî x1 6= 0. Òàêèì

îáðàçîì, ñïåêòð ýòîãî îïåðàòîðà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ÷èñëà λ = 0.

Îòìåòèì íåêîòîðûå, âàæíûå ñâîéñòâà ñïåêòðîâ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Òåîðåìà 1. Ñïåêòð îãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â êîìïëåêñíîì
ïðîñòðàíñòâå âñåãäà íå ïóñò.

Òåîðåìà 2. Ñïåêòð îãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà � çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé λ � îòêðûòî.

Òåîðåìà 3. Ñïåêòð îãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà îãðàíè÷åí. Åñ-
ëè λ � òî÷êà ñïåêòðà îïåðàòîðà A, òî |λ| ≤ ‖A‖.
J Ïîñêîëüêó A− λI = −λ

(
I − 1

λ
A

)
, òî äëÿ ðåçîëüâåíòû ïîëó÷àåì:

Rλ = (A− λI)−1 = − 1

λ

(
I − A

λ

)−1

= − 1

λ

∞∑
j=0

Aj

λj
.

Ïîñëåäíèé ðÿä ñõîäèòñÿ âíå êðóãà |λ| > ‖A‖, è îïðåäåëÿåò òàì îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, ÷åì

äîêàçàòåëüñòâî è çàêàí÷èâàåòñÿ. I

Â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå ñïåêòð âñåãäà ñîñòîèò òîëüêî èç ñîáñòâåííûõ
÷èñåë îïåðàòîðà. Äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ îïåðàòîðîâ è â áåñêîíå÷íîìåðíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ ýòî ïîëîæåíèå îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì (ñì. íèæå).

Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî L ïðèâîäèò îïåðàòîð A è AL, AL⊥ � åãî ÷àñòè, òî
ñïåêòð îïåðàòîðà A ÿâëÿåòñÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé ñóììîé ñïåêòðîâ
îïåðàòîðîâ AL è AL⊥.

Äëÿ ëþáûõ äâóõ ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé λ1 è λ2 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
Ãèëüáåðòà:

Rλ1 −Rλ2 = (λ1 − λ2)Rλ1Rλ2.

J Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè λi, i = 1, 2 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ H èìååì:

Rλ1x = Rλ2(A− λ2I)Rλ1x, Rλ2x = Rλ2(A− λ1I)Rλ1x,

âû÷èòàÿ èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ ïåðâîå, ïîëó÷èì èñêîìîå. I
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Ðåçîëüâåíòû ïåðåñòàíîâî÷íû ïðè ëþáûõ ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðà:

Rλ1 ·Rλ2 = Rλ2 ·Rλ1,

÷òî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà Ãèëüáåðòà.

4.3. Âïîëíå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû

Ëèíåéíûé îïåðàòîð A : H → H íàçûâàåòñÿ âïîëíå-íåïðåðûâíûì, åñëè
ëþáîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â H îí ïåðåâîäèò â êîìïàêòíîå.

Âñÿêèé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå � âïîëíå
íåïðåðûâåí.

Âïîëíå íåïðåðûâíûìè ÿâëÿþòñÿ è îïåðàòîðû îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòè-
ðîâàíèÿ íà êîíå÷íîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Äðóãèå âàæíûå äëÿ ïðèëîæåíèé âïîëíå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû � èíòåãðàëüíûå îïåðà-
òîðû â ïðîñòðàíñòâå L2

[a;b], çàäàâàåìûå ñîîòíîøåíèåì

Ax =

b∫
a

K(t, τ)x(τ)dτ, ãäå

∫∫
[a;b]×[a;b]

|K(t, τ)|2dtdτ < +∞.

Îíè íîñÿò íàçâàíèå îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà � Øìèäòà.

Ëþáîé âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð � íåïðåðûâåí.
Îäíàêî, íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ñâîéñòâîì ïîëíîé íåïðåðûâíîñòè ìî-

æåò è íå îáëàäàòü.

Òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð I, äåéñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ïî ïðàâèëó

∀x ∈ H : Ix = x

íåïðåðûâåí, îäíàêî âïîëíå íåïðåðûâíûì íå ÿâëÿåòñÿ, ò.ê. ïåðåâîäèò åäèíè÷íûé øàð â ñåáÿ,
à åäèíè÷íûé øàð â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå H íå êîìïàêòåí3.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð âïîëíå-íåïðåðûâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîìåðíî.

Îòìåòèì åùå íåñêîëüêî ïðîñòûõ ñâîéñòâ, êîòîðûìè îáëàäàþò âïîëíå
íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû:

1. Åñëè A âïîëíå íåïðåðûâåí, à B íåïðåðûâåí, òî îáå ñóïåðïîçèöèè AB
è BA � âïîëíå íåïðåðûâíû.

3Ðàçäåë 1.2.2, ñòð. 24
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2. Ó âïîëíå íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà A íå ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé
îáðàòíûé.

J Åñëè ïðåäïîëîæèòü ïðîòèâíîå, òî (ñâîéñòâî 1) îïåðàòîð I = AA−1 äîëæåí áûòü

âïîëíå íåïðåðûâíûì, à ýòî, êàê ìû óñòàíîâèëè, íå òàê. I

3. Åñëè A è B âïîëíå íåïðåðûâíû, òî è αA+βB � âïîëíå íåïðåðûâåí.

4. Îïåðàòîð A âïîëíå íåïðåðûâåí, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîïðÿ-
æåííûé A∗ � âïîëíå íåïðåðûâåí.(Òåîðåìà Øàóäåðà.)

Âïîëíå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû "ïî÷òè êîíå÷íîìåðíû". Òî÷íåå, êàêîå
áû ìàëîå ÷èñëî ε > 0 ìû íè âçÿëè, ñóùåñòâóþò ëèíåéíûå îïåðàòîðû Aε è
RA
ε , òàêèå, ÷òî äåéñòâèå îïåðàòîðà A íà ýëåìåíò x ïðåäñòàâèìî â âèäå4:

Ax = Aεx+RA
ε x,

ãäå Aε � îïåðàòîð, îòîáðàæàþùèé H â íåêîòîðîå êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ε, à ‖RA

ε ‖ < ε.

3.1. Ñïåêòð âïîëíå íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà.

Ðàçëîæåíèå âïîëíå íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ

Ýôôåêòèâíûì àïïàðàòîì èçó÷åíèÿ ëèíåéíûõ, (â òîì ÷èñëå âïîëíå íåïðå-
ðûâíûõ) îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèå èõ äåéñòâèÿ íà ñóììó äåéñòâèé
îïåðàòîðîâ áîëåå ïðîñòîé ñòðóêòóðû, íàïðèìåð, èìåþùèõ ìåíüøóþ ðàç-
ìåðíîñòü.

Âàæíóþ ðîëü çäåñü èãðàåò íàëè÷èå ó èññëåäóåìîãî îïåðàòîðà èíâàðè-
àíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Åñëè L � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòî-
ðà A, ïðèâîäÿùåå åãî5, òî äåéñòâèå îïåðàòîðà ìîæíî ðàçáèòü íà äåéñòâèå
åãî ÷àñòåé.

Íàëè÷èå ó îïåðàòîðà ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ñâèäåòåëüñòâóåò î íàëè÷èè
ó íåãî èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì ñóæåíèå îïåðàòîðà îïè-
ñûâàåòñÿ ñîâñåì ïðîñòî � êàê óìíîæåíèþ âåêòîðà íà ñîáñòâåííîå ÷èñëî.
Åñëè è îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ýòîìó ïîäïðîñòðàíñòâó èíâàðèàíòíî,
òî äåéñòâèå îïåðàòîðà, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ìîæíî ðàçëîæèòü íà ñóì-
ìó åãî ÷àñòåé.

Îäíàêî ëèíåéíûé îïåðàòîð (äàæå âïîëíå íåïðåðûâíûé) íå âñåãäà îáëà-
äàåò ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè.

4Äîêàçàòåëüñòâî, íàïðèìåð, â [5] èëè [3].
5Ò.å., îáëàäàþùåå èíâàðèàíòíûì îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì L⊥.
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Íàïðèìåð, îïåðàòîð Âîëüòåððû â L2
[0;1], çàäàâàåìûé ñîîòíîøåíèåì

V (x) =

t∫
0

K(t, τ)x(τ)dτ,

íå èìååò ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

×òî ìîæíî ñêàçàòü î íàëè÷èè èëè îòñóòñòâèè èíâàðèàíòíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ ó òàêèõ îïåðàòîðîâ? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò òåîðåìà Íåéìàíà6.
Îêàçûâàåòñÿ

ëþáîé âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå îá-
ëàäàåò íåòðèâèàëüíûì èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Îïåðàòîð Âîëüòåððû, îáëàäàåò èíâàðèàíòíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè Lt0 , ñîñòîÿùèìè èç

ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íîëü íà ïðîìåæóòêå îò 0 äî t0 äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ 0 < t0 < 1.

Êàê áûëî îòìå÷åíî â êîíöå ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, âïîëíå íåïðåðûâíûå
îïåðàòîðû "ïî÷òè" êîíå÷íîìåðíû, â òîì ñìûñëå, ÷òî ñ ëþáîé ñòåïåíüþ
òî÷íîñòè ìîãóò áûòü çàìåíåíû êîíå÷íîìåðíûìè. Èç êóðñà ëèíåéíîé àë-
ãåáðû èçâåñòíî, ÷òî ñïåêòð êîíå÷íîìåðíûõ îïåðàòîðîâ ñîñòîèò òîëüêî èç
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Âïîëíå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû è â ýòîì îòíîøå-
íèè îêàçûâàþòñÿ ïîõîæèìè íà íèõ.

Òî÷íåå, èìååò ìåñòî7 ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
Åñëè A � âïîëíå íåïðåðûâåí, òî êàæäàÿ, îòëè÷íàÿ îò íóëÿ òî÷êà

ñïåêòðà ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A.
Ïðè ýòîì

1. Âíå êðóãà ðàäèóñà r > 0 íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ëåæèò íå áîëåå
êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âïîëíå íåïðåðûâíîãî îïåðà-
òîðà.

2. Êàæäîìó íåíóëåâîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó âïîëíå íåïðåðûâíîãî îïå-
ðàòîðà îòâå÷àåò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ.

3. Åäèíñòâåííîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé ñîáñòâåííûõ ÷èñåë âïîëíå íåïðå-
ðûâíîãî îïåðàòîðà ìîæåò áûòü òîëüêî òî÷êà λ = 0.

4. Âñÿêèé âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð èìååò íå áîëåå ñ÷åòíîãî ìíî-
æåñòâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ
íåíóëåâûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì.

6Øèðîêèì îáîáùåíèåì ýòîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà (1973) Ëîìîíîñîâà Â., óñòàíàâëèâàþùàÿ,
÷òî åñëè îïåðàòîð B ïåðåñòàíîâî÷åí ñ âïîëíå íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì A, òî ó B ñóùåñòâóåò íåòðè-
âèàëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

7Äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [1] èëè [5].
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Ïðèâåäåííûå âûøå ñâîéñòâà âïîëíå íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ äàþò âîç-
ìîæíîñòü ðàçëîæèòü ëþáîé âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð â ñóììó, ïî
êðàéíåé ìåðå, äâóõ âïîëíå íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, îäèí èç êîòîðûõ êî-
íå÷íîìåðíûé:

äëÿ ëþáîãî âïîëíå íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà A ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå
ïðîñòðàíñòâà H â ïðÿìóþ ñóììó èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî îïåðàòî-
ðà A ïîäïðîñòðàíñòâ L è L⊥:

H = L⊕ L⊥,

ïðè÷åì ïîäïðîñòðàíñòâî L êîíå÷íîìåðíî, à îïåðàòîð A äîïóñêàåò ïðåä-
ñòàâëåíèå â âèäå ñóììû îïåðàòîðîâ

A = AL + AL⊥, AL : H→ L, AL⊥ : H→ L⊥

è
AL · AL⊥ = AL⊥ · AL = ∅.

Â ñâîþ î÷åðåäü, êàæäàÿ èç ÷àñòåé îïåðàòîðà A äîïóñêàåò àíàëîãè÷íîå
ðàçëîæåíèå è ìîæåò áûòü äîêàçàíî (íàïðèìåð, [1], [5], [6]), ÷òî

äëÿ ëþáîãî âïîëíå íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà A ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå
ïðîñòðàíñòâà H â ïðÿìóþ ñóììó èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî îïåðàòî-
ðà A ïîäïðîñòðàíñòâ Lk, k = 0, 1, 2, . . .:

H = L0 ⊕ L1 ⊕ · · ·Lk ⊕ · · · , Li⊥Lj,

ïðè÷åì ïîäïðîñòðàíñòâî L0 = KerA, à ïîäïðîñòðàíñòâà Lk, k > 0 îäíî-
ìåðíû.

Îïåðàòîð A äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñóììû îïåðàòîðîâ

A = AL0
+ AL1

+ . . . ,

ãäå
ALk : H→ Lk, ALi · ALj = ALj · ALi = ∅.

4.4. Ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû

Ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû îáëàäàþò îñîáîé ñèììåòðèåé â ñðàâíåíèè
ñ äðóãèìè ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè.
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè L � èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ñàìîñîïðÿæåííîãî
îïåðàòîðàA ïîäïðîñòðàíñòâî, òî è åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå L⊥ òàêæå
èíâàðèàíòíî.
J Ïóñòü x ∈ L, y ∈ L⊥. Òîãäà 〈x|y〉 = 0. Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè L, Ax ∈ L è 〈Ax|y〉 = 0.

Ðàññìîòðèì 〈x|Ay〉 = 〈Ax|y〉 = 0, ò.å., èç y ∈ L⊥ ñëåäóåò Ay ∈ L⊥. I
Ýòî è äðóãèå ñâîéñòâà ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ ïîçâîëÿþò ïðîäâè-

íóòüñÿ çíà÷èòåëüíî ãëóáæå â èçó÷åíèè ñâîéñòâ òàêèõ îïåðàòîðîâ. Íàâîäÿ-
ùèìè ñîîáðàæåíèÿìè çäåñü ìîæåò ñëóæèòü ñòðóêòóðà ñàìîñîïðÿæåííûõ
îïåðàòîðîâ â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ãäå, êàê èçâåñòíî èç êóðñà
ëèíåéíîé àëãåáðû, ó îïåðàòîðà ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ hk, îáðàçóþùèõ áàçèñ, è ìàòðèöà îïåðàòîðà ìîæåò áûòü ïðèâå-
äåíà ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, òàê, ÷òî äåéñòâèå îïåðàòîðà ðàñêëàäûâàåòñÿ
íà ñóììó äåéñòâèé îäíîìåðíûõ åãî ÷àñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ åñòü ïðîñòî
óìíîæåíèå íà ñîáñòâåííîå ÷èñëî λk:

A = A1 + A2 + · · ·+ An (4.4.1)

è
∀x ∈ H : x = x1h1 + x2h2 + · · ·+ xnhn (4.4.2)

Ax = λ1x1h1 + λ2x2h2 + · · ·+ λnxnhn. (4.4.3)

Îêàçûâàåòñÿ, àíàëîãè ðàçëîæåíèé (4.4.1) � (4.4.3) îñòàþòñÿ ñïðàâåäëè-
âûìè è äëÿ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ.

4.1. Ñïåêòð ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû êîðîòêî îñòàíîâèìñÿ íà ñâîéñòâàõ ñïåêòðà ñàìîñî-
ïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H.

1. Ñïåêòð ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà íå ïóñò è äåéñòâèòåëåí. Îí
öåëèêîì ëåæèò íà îòðåçêå [m;M ], ãäå

m = inf
‖x‖=1
〈Ax|x〉, M = sup

‖x‖=1

〈Ax|x〉

è ïðè ýòîì òî÷êè m è M ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ñïåêòðà8.

2. Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà9 A � äåéñòâè-
òåëüíû.

8Äîêàçàòåëüñòâî, íàïðèìåð, â [5]
9Êîíå÷íî, åñëè òàêîâûå åñòü.
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J Ïóñòü Au = λu. Òîãäà 〈Au|u〉 = 〈λu|u〉 = λ〈u|u〉. Â òî æå âðåìÿ 〈u|Au〉 = 〈u|λu〉 =

λ〈u|u〉. Ïîñêîëüêó îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåí 〈Au|u〉 = 〈u|Au〉, òî λ = λ I.

3. Ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì îòâå÷àþò îðòîãîíàëüíûå ñîáñòâåí-
íûå âåêòîðû:

λ 6= µ ⇒ uλ⊥uµ.
J Åñëè λ 6= µ è Auλ = λuλ, Auµ = µuµ, òî

〈Auλ|uµ〉 = λ〈uλ|uµ〉 = 〈uλ|Auµ〉 = µ〈uλ|uµ〉,

îòêóäà è ñëåäóåò èñêîìîå.I

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, êàæäîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó îòâå÷àåò ñîá-
ñòâåííîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Â ñèëó ñåïàðàáåëüíîñòè ïðîñòðàí-
ñòâà H, ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíà. Åñëè â
êàæäîì èç òàêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ âûáðàòü îðòíîðìèðîâàííûé áàçèñ, òî ìû
ïîëó÷èì îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó âî âñåì ïðîñòðàíñòâå10. Ýòà ñèñòå-
ìà âåêòîðîâ ìîæåò áûòü ïîëíîé, à ìîæåò è íå áûòü. Â ëþáîì ñëó÷àå âñå
ïðîñòðàíñòâî H ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ïðÿìàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâà Hin,
íàòÿíóòîãî íà óïîìÿíóòóþ âûøå îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó, è åãî îðòî-
ãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ H⊥in:

H = Hin ⊕H⊥in.

Ãîâîðÿò, ÷òî îïåðàòîð A èìååò ÷èñòî òî÷å÷íûé ñïåêòð, åñëè òàê ïî-
ñòðîåííàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëíîòû â H.
Â ýòîì ñëó÷àå H = Hin.

Íàïðèìåð, èç âûøåèçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð åùå è âïîëíå

íåïðåðûâåí, òî îí îáëàäàåò èìåííî òàêèì � ÷èñòî òî÷å÷íûì ñïåêòðîì.

Åñëè æå ó îïåðàòîðà A âîâñå íåò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òî ãîâîðÿò, ÷òî
îïåðàòîð A èìååò ÷èñòî íåïðåðûâíûé ñïåêòð.

Òàêîâ, íàïðèìåð, îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ.
Ïðè íàëè÷èè ó îïåðàòîðà A êàê äèñêðåòíîé, òàê è íåïðåðûâíîé ÷àñòåé,

ãîâîðÿò î ñìåøàííîì ñïåêòðå.

4.2. Àáñòðàêòíûé èíòåãðàë Ñòèëòüåñà

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ôàêòû èç òåîðèè èíòå-
ãðèðîâàíèÿ ÷èñëîâûõ (ìîæåò áûòü è êîìïëåêñíîçíà÷íûõ) ôóíêöèé îòíî-
ñèòåëüíî îïåðàòîðíîé ìåðû, êîòîðûå ìû êîðîòêî ðàññìîòðèì íèæå.

10Âïîëíå ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ó îïåðàòîðà A âîâñå íåò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Òîãäà è ïîäîáíîé
ñèñòåìû íåò.
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Ïóñòü λ � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, ϕ(λ) � íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ (ìîæåò
áûòü è êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ) ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé λ.

Ïóñòü, äàëåå, Eλ ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå H, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà λ îïåðàòîð Eλ � îðòîãîíàëüíûé
ïðîåêòîð íà ïîäïðîñòðàíñòâî Hλ ⊂ H.

2. Åñëè λ < µ, òî Eλ ≤ Eµ, ò.å. îïåðàòîð ∆µλE = Eµ−Eλ íåîòðèöàòåëåí.

Ãîâîðÿò, ÷òî îïåðàòîðíàÿ ôóíêöèÿ Eλ íå óáûâàåò ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà λ.

3. Ñóùåñòâóþò òàêèå êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ λ = λleft è λ = λright, ÷òî
Eλleft=0 è Eλright=I .

4. Îïåðàòîðíàÿ ôóíêöèÿ Eλ íåïðåðûâíà ñïðàâà â êàæäîé òî÷êå ÷èñëî-
âîé ïðÿìîé:

∀λ0 : ∃ lim
λ→λ0+

Eλ = Eλ0.

Ñåìåéñòâî ïðîåêòîðîâ, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâàìè 1 � 4 íàçûâàåòñÿ ðàçëî-
æåíèåì åäèíèöû.

Îòìåòèì íåêîòîðûå. äîñòàòî÷íî î÷åâèäíûå, ñâîéñòâà ðàçëîæåíèÿ åäè-
íèöû.

1. Ïóñòü m = sup
Eλ=0

λ, M = inf
Eλ=I

λ. Òîãäà:

Eλ = 0 ∀λ < m; Eλ > 0 ∀λ > m,

â òî÷êå æå λ = m âîçìîæåí ñêà÷îê.

Eλ < I ∀λ < M ; Eλ = I ∀λ ≥M.

2. Ðàçíîñòü ∆µλE = Eµ − Eλ ïðè µ > λ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì. Ïðè ýòîì
èìååò ìåñòî òîæäåñòâî: EµEλ = EλEµ = Eλ.

3. Ñóïåðïîçèöèÿ ïðèðàùåíèé íà ïðîìåæóòêàõ áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî-
÷åê ðàâíà íóëþ, à íà ïðîìåæóòêàõ ñ îáùåé âíóòðåííåé ÷àñòüþ [α; β]
ðàâíà ïðèðàùåíèþ íà ýòîé îáùåé ÷àñòè:

∆α1,β1E ·∆α2,β2E =

{
0, [α1; β1] ∩ [α2; β2] = ∅
∆α,βE, [α1; β1] ∩ [α2; β2] = [α; β]

Ïåðâîå èç ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé ôàêòè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî êàêèå áû ýëåìåíòû x è

y ìû íè âçÿëè, èõ ïðîåêöèè ∆α1,β1Ex è ∆α2,β2Ex îðòîãîíàëüíû.
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Ïóñòü δ > 0 � ïðîèçâîëüíîå, ñêîëü óãîäíî ìàëîå ÷èñëî. Çàäàäèì íà
îòðåçêå [m− δ;M ] ðàçáèåíèå:

π : m− δ = λ0 < λ1 < λ2 < . . . < λn−1 < λn = M

è íà êàæäîì ýëåìåíòå ðàçáèåíèÿ π âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó µk: λk−1 <
µk < λk.

Èíòåãðàëüíîé ñóììîé Ðèìàíà-Ñòèëòüåñà, îòâå÷àþùåé ðàçáèåíèþ π
è âûáðàííûì òî÷êàì µk, íàçîâåì ñóììó

Sn =
n∑
k=1

ϕ(µk)(Eλk − Eλk−1).

Ñóììà Sn � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ îïåðàòîðîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ
íåêîòîðûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (äîêàçàòåëüñòâî, íàïðèìåð, â [12],[13]):
Ïðè íåîãðàíè÷åííîì èçìåëü÷åíèè ðàçáèåíèÿ, ò.å. ïðè

max |λk − λk−1| → 0,

ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ Sn.
Ýòîò ïðåäåë11 íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ðèìàíà-Ñòèëòüåñà îò ôóíêöèè

ϕ(λ) è äëÿ íåãî ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå

S =

M∫
m

ϕ(λ)dEλ. (4.4.4)

Ïîñêîëüêó âíå ïðîìåæóòêà [m;M ] îïåðàòîðû Eλ ïîñòîÿííû, ïîñòîëüêó òàì ∆α,βEλ ≡ 0 è

èíòåãðàë Ðèìàíà-Ñòèëòüåñà îáû÷íî çàïèñûâàþò â âèäå

S =

M∫
m

ϕ(λ)dEλ =

+∞∫
−∞

ϕ(λ)dEλ. (4.4.5)

Îòìåòèì íåêîòîðûå, âàæíûå äëÿ äàëüíåéøåãî, ñâîéñòâà îïåðàòîðà (4.4.5).

1. Îïåðàòîð (4.4.5) � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð â H.
J Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ϕ(λ) îíà îãðàíè÷åíà íà [m;M ], à ïîòîìó

∀x ∈ H : ‖

 M∫
m

ϕ(λ)dEλ

x‖ ≤ max |ϕ(λ)| · ‖EM − Em‖ · ‖x‖ = max |ϕ(λ)| · ‖x‖. I

11Çàìåòèì, ÷òî êàê îáû÷íî â èíòåãðàëüíûõ êîíñòðóêöèÿõ, ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà îáîçíà÷àåò åãî
íåçàâèñèìîñòü îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ. âûáîðà òî÷åê è ïîðÿäêà èçìåëü÷åíèÿ ðàçáèåíèÿ.
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2. Åñëè ôóíêöèÿ ϕ(λ) ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òî îïåðàòîð
(4.4.5) � ñàìîñîïðÿæåííûé.

J Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðîåêòîð - ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð (ðàçäåë

3.2.3), ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ïðîåêòîðîâ ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêæå ñà-

ìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, è ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ �

îïåðàòîð ñàìîñîïðÿæåííûé.I

Òàêèì îáðàçîì, âñÿêàÿ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ è ïðîèçâîëü-
íîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû ïîðîæäàþò ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, çà-
äàâàåìûé ðàâåíñòâîì (4.4.5).

Â ÷àñòíîñòè, ïðè ϕ(λ) = λ ïîëó÷àåì ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A,
çàäàâàåìûé ñîîòíîøåíèåì

A =

+∞∫
−∞

λdEλ. (4.4.6)

3. Åñëè ϕk(λ), k = 1, 2 � íåïðåðûâíûå (ìîæåò áûòü è êîìïëåêñíîçíà÷-
íûå) ôóíêöèè, òî îïåðàòîð (4.4.5) àääèòèâåí:

∀ αk ∈ C, k = 1, 2 : (α1ϕ1 + α2ϕ2)(A) = α1ϕ1(A) + α2ϕ2(A),

èëè

+∞∫
−∞

(α1ϕ1(λ) + α2ϕ2(λ))dEλ = α1

+∞∫
−∞

ϕ1(λ)dEλ + α2

+∞∫
−∞

ϕ2(λ)dEλ.

4. Åñëè, êàê è âûøå, ϕk(λ), k = 1, 2 � íåïðåðûâíûå (ìîæåò áûòü è êîì-
ïëåêñíîçíà÷íûå) ôóíêöèè, òî îïåðàòîð (4.4.5) ìóëüòèïëèêàòèâåí:

(ϕ1 · ϕ2)(A) = ϕ1(A) · ϕ2(A) = ϕ2(A) · ϕ1(A),

èëè
+∞∫
−∞

ϕ1(λ) · ϕ2(λ)dEλ =

+∞∫
−∞

ϕ1(λ)dEλ ·
+∞∫
−∞

ϕ2(λ)dEλ =

+∞∫
−∞

ϕ2(λ)dEλ

+∞∫
−∞

ϕ1(λ)dEλ.

J Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 3 ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû, ðàñ-

ñìîòðåííîãî âûøå. I

Óñòàíîâëåííûå âûøå ñâîéñòâà äàþò îñíîâàíèå ñ÷èòàòü îïåðàòîð S

ôóíêöèåé ñàìîñîïðÿæåíîãî îïåðàòîðà, äàâàåìîãî ñîîòíîøåíèåì (4.4.6)
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è çàïèñûâàòü (4.4.5) â âèäå:

ϕ(A) =

M∫
m

ϕ(λ)dEλ.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ íàòóðàëüíûõ ñòåïåíåé îïåðàòîðà A ïîëó÷àåì:

An =

+∞∫
−∞

λndEλ.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîð, ÿâëÿþùèéñÿ êîðíåì êâàäðàòíûì èç ïîëîæèòåëüíî-
ãî ñàìîñîïðÿæåííîãî �

√
A =

M∫
m

√
λdEλ.

Óñòàíîâëåííûå âûøå ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò çàêëþ÷èòü, ÷òî ýòîò îïåðàòîð óäîâëåòâîðÿåò

åñòåñòâåííîìó ñîîòíîøåíèþ
√
A ·
√
A = A.

5. Åñëè ôóíêöèÿ ϕ(λ) íåîòðèöàòåëüíà, òî îïåðàòîð ϕ(A) ïîëîæèòåëåí.

J Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó Eλ � ïðîåêòîð, ïîñòîëüêó E
2
λ = Eλ è

〈Eλx|x〉 = 〈E2
λx|x〉 = 〈Eλx|Eλx〉 = ‖Eλx‖2

. Îòñþäà

〈ϕ(A)x|x〉 =

+∞∫
−∞

ϕ(λ)d〈Eλx|x〉 =

+∞∫
−∞

ϕ(λ)d‖Eλx‖2 ≥ 0. I

6. Åñëè ôóíêöèÿ ϕ(λ) = u(λ) + iv(λ) êîìïëåêñíîçíà÷íà, òî îïåðàòî-
ðîì, ñîïðÿæåííûì ê îïåðàòîðó ϕ(A) = u(A) + iv(A) áóäåò îïåðàòîð
ϕ∗(A) = u(A)− iv(A).

J Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà è ñàìîñîïðÿæåííî-

ñòè äåéñòâèòåëüíîé u(A) è ìíèìîé v(A) ÷àñòåé îïåðàòîðà ϕ(A). I

4.3. Ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà

Ôóíäàìåíòàëüíûì ôàêòîì â òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ óíè-
âåðñàëüíîñòü ôîðìóëû (4.4.6). Êàê áûëî óñòàíîâëåíî â ïðåäûäóùåì ðàçäå-
ëå, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû îïåðàòîð (4.4.6) � íåïðåðûâ-
íûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ðàçëè÷íûì
ðàçëîæåíèÿì åäèíèöû îòâå÷àþò ðàçëè÷íûå îïåðàòîðû. Îêàçûâàåòñÿ, ñïðà-
âåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå:
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Êàêîâ áû íè áûë ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A, ñóùåñòâóåò ðàçëîæå-
íèå åäèíèöû Eλ òàêîå, ÷òî îïåðàòîð A âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé (4.4.6).

Â ñèòóàöèè, êîãäà A � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â êîíå÷íîìåðíîì êîìïëåêñíîì ïðî-
ñòðàíñòâå Hn ýòî óòâåðæäåíèå � õîðîøî èçâåñòíûé ôàêò èç ëèíåéíîé àëãåáðû. Äåéñòâèòåëüíî,
â ýòîì ñëó÷àå ñîâîêóïíîñòü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà A íå ïóñòà, êîíå÷íà è âñå ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííû:

m = λ1 < λ2 < . . . < λk = M, 1 ≤ k ≤ n.

Åñëè Hj , j = 1, 2, . . . , k � ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà Hn, îòâå÷àþùèå ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèÿì λj , òî ïðîñòðàíñòâî Hn ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ
Hj :

Hn = H1 ⊕H2 ⊕ · · · ⊕Hk.

Ïóñòü Pj � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî Hj . Îïðåäåëèì îïå-
ðàòîðû Eλ ñîîòíîøåíèåì:

Eλ =



0, λ < λ1

P1, λ1 ≤ λ < λ2

P1 + P2, λ2 ≤ λ < λ3

· · · , · · ·
P1 + P2 + · · ·+ Pk−1, λk−1 ≤ λ < λk
I, λ > λk

Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî òàê îïðåäåëåííûå îïåðàòîðû Eλ îáðàçóþò ðàçëîæåíèå åäèíèöû. Îïå-
ðàòîð, îòâå÷àþùèé ïî ôîðìóëå (35) ýòîìó ðàçëîæåíèþ äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

A = λ1P1 + λ2P2 + · · ·+ λkPk.

Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð A òîæäåñòâåíåí îïåðàòîðó A. J Çàìåòèì, ÷òî èç I =
∑k

1 Pj , ñëå-
äóåò AI =

∑k
1 APj . Ïîñêîëüêó ∀x ∈ Hn ñïðàâåäëèâî APjx = λjPjx, òî Ax =

∑k
1 λjPjx è,

ñëåäîâàòåëüíî, A ≡ A. I

Â îáùåì ñëó÷àå ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè A � ñàìîñîïðÿæåí-
íûé îïåðàòîð, òî äëÿ êàæäîãî ñïåêòðàëüíîãî çíà÷åíèÿ λ ýòîãî îïåðàòîðà
îïðåäåëèì îïåðàòîð Aλ ñîîòíîøåíèåì:

Aλ =

{
0, A− λI ≤ 0

A− λI, A− λI > 0
,

ãäå çíàêè íåðàâåíñòâ äëÿ îïåðàòîðîâ ïîíèìàþòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì:
U > 0 ⇔ 〈Ux|x〉 > 0.

Ïóñòü, äàëåå, Hλ � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà H, ÿâëÿþùååñÿ ÿäðîì
îïåðàòîðà Aλ:

Hλ = {x ∈ H : Aλx = 0}.
Ïóñòü, íàêîíåö, Eλ � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà ïîäïðîñòðàíñòâî Hλ.
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Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå: ïðîåêòîðû Eλ îáðàçóþò ðàçëîæåíèå åäèíè-
öû.
J 1. Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ Eλ � îðòîãîíàëüíûå ïðîåêòîðû.
2. Ïóñòü λ ≤ µ. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Aλ ≥ Aµ ≥ 0. Ïîýòîìó

〈Aλx|x〉 ≥ 〈Aµx|x〉 ≥ 0.

Îòñþäà, ïîñêîëüêó, ïî îïðåäåëåíèþ, ∀x ∈ Hλ : Aλx = 0, òî è 〈Aµx|x〉 = 0, ò.å. Aµx = 0, îòêóäà
çàêëþ÷àåì, ÷òî èç x ∈ Hλ ñëåäóåò x ∈ Hµ, ÷òî è îçíà÷àåò Eλ ≥ Eµ.

3.Äàëåå. Åñëè λ < m, òî Eλ = 0, åñëè λ ≥ M , òî Eλ = I. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè λ < m Aλ =
A− λI è ∀x 6= 0 :

〈Aλx|x〉 = 〈Ax|x〉 − λ〈x|x〉 ≥ (m− λ)〈x|x〉 ≥ 0

÷òî âîçìîæíî ëèøü ïðè x = 0, òàê ÷òî Hλ = {0} ⇒ Eλ = 0.
Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ â ñëó÷àå λ ≥ M ïîêàçûâàþò, ÷òî Hλ = H, è, ñëåäîâàòåëüíî

Eλ = I.

4. Íåïðåðûâíîñòü ñïðàâà îïåðàòîðíîé ôóíêöèè Eλ ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ A
+
λ .

I

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûêëàäêàìè ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, ðàçëîæåíèå åäèíè-
öû Eλ îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A, çàäàâàåìûé
ñîîòíîøåíèåì (4.4.6):

A =

+∞∫
−∞

λdEλ.

Îêàçûâàåòñÿ, îïåðàòîð A òîæäåñòâåííåí îïåðàòîðó A.
J Äîêàçàòåëüñòâî12 èäåíòè÷íî ïðèâåäåííîìó âûøå äëÿ êîíå÷íîìåðíîãî ñëó÷àÿ.
Ïîäðîáíåå � ðàçîáúåì ïðîìåæóòîê [m;M ] íà n ÷àñòåé

λ0 < m ≤ λ1 ≤ · · · ≤ λn = M

è ðàññìîòðèì ïðîåêòîðû
∆k = Eλk − Eλk−1

.

Âñÿêèé ýëåìåíò x ∈ H ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûå ñëàãàåìûå x =
∑

∆kx =∑
xk è äåéñòâèå îïåðàòîðà A ïðåäñòàâèìî â âèäå Ax =

∑
Axk. Ïóñòü òåïåðü µk � ïðîèçâîëü-

íîå èç ïðîìåæóòêà [λk−1;λk]. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü Ax −
∑
µk∆kx =

∑
(Axk − µkxk). Â ñèëó

ïî÷òè î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà ‖Axk − µkxk‖ ≤ |λk − λk−1| · ‖xk‖ è ïîïàðíîé îðòîãîíàëüíîñòè
ñëàãàåìûõ ïðàâîé ñóììû, çàêëþ÷àåì, ÷òî

‖
∑

(Axk − µkxk)‖2 =
∑
‖Axk − µkxk‖2 ≤ max |λk − λk−1|2‖x‖2,

îòêóäà, ïðè max |λk − λk−1| → 0, ñëåäóåò

Ax = lim
∑

µk∆kx =

+∞∫
−∞

λdEλ = A,

÷åì äîêàçàòåëüñòâî è çàâåðøàåòñÿ.I

12Ïî êðàéíåé ìåðå, èäåéíî.
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Òàêèì îáðàçîì, ìåæäó ñàìîñîïðÿæåííûìè îïåðàòîðàìè è ðàçëîæåíè-
ÿìè åäèíèöû óñòàíîâëåíî âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. À ïîñêîëüêó
ñâîéñòâà ïðîåêòîðîâ Eλ òåñíî ñâÿçàíû ñî ñïåêòðîì îïåðàòîðà, òî ñïåêòð
(ðàâíî êàê è ñåìåéñòâî ïðîåêòîðîâ) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ñàìîñîïðÿæåí-
íûé îïåðàòîð.

Ñåìåéñòâî ïðîåêòîðîâ Eλ îáû÷íî íàçâàþò ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèåé ñà-
ìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A.

Îòìåòèì íåñêîëüêî âàæíûõ ñâîéñòâ ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè:
1. Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì îïåðàòî-

ðà A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà λ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïîñòîÿí-
ñòâà13 ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè Eλ.

Íàïîìíèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ðåçîëüâåíòà Rλ, êîòîðàÿ áóäåò äàâàòüñÿ ñîîòíî-
øåíèåì

Rλ =

+∞∫
−∞

dEt
t− λ

dt

2. Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðà-
òîðà A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà λ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñêà÷êà14

ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè. Ïðè ýòîì îïåðàòîð ∆+
λ = Eλ − Eλ− � ïðîåêòîð

íà ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, îòâå÷àþùåå ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ.
3. Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà

îïåðàòîðà A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà λ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåïðå-
ðûâíîñòè ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè.

4. Åñëè ÷èñëî λ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A, òî
÷èñëî f(λ) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà f(A) ñ òåì æå
ñîáñòâåííûì âåêòîðîì:

Axλ = λ · xλ ⇒ f(A)xλ = f(λ) · xλ.

4.4. Êîììóòèðóþùèå ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, êîììóòèðóþùèå ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðà-
òîðû îòâå÷àþò â êâàíòîâîé ìåõàíèêå îäíîâðåìåííî èçìåðèìûì íàáëþäà-

13Òî÷êà λ íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïîñòîÿíñòâà ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè, åñëè ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî
∀s ∈ (λ− δ;λ+ δ) Es = Eλ.

14Òî÷êà λ íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñêà÷êà ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè, åñëè Eλ 6= Eλ−, ãäå

Eλ− = lim
δ→0

Eλ−δ.
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åìûì. Ïîýòîìó âàæíûì ìîìåíòîì òåîðèè ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâà-
þùèå ïåðåñòàíîâî÷íîñòü ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ. Íà íåêîòîðûõ èç
íèõ ìû êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íèæå.

Ôóíäàìåíòàëüíûì îáñòîÿòåëüñòâîì ïðè èññëåäîâàíèè ýòîé ïðîáëåìû
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïðîñòîå óòâåðæäåíèå:

Ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû A è B êîììóòèðóþò òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà èõ ñïåêòðàëüíûå ôóíêöèè EA

λ è EB
µ êîììóòèðóþò ïðè ëþ-

áûõ λ è µ.
J Äîêàçàòåëüñòâî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç êîììóòàòèâíîñòè ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà

ñ îïåðàòîðàìè åãî ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû. J

Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ÷èñëî A1, A2, . . . , Ak ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòî-
ðîâ â H. Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå:

Åñëè ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû Ai, i = 1, 2, . . . , k ïîïàðíî êîììó-
òèðóþò, òî â ïðîñòðàíñòâå H ñóùåñòâóåò ïîëíûé îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ èç âåêòîðîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ñîáñòâåííûìè äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ îïå-
ðàòîðîâ.
J Íàìåòèì äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ îïåðàòîðîâ ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì.

Ïóñòü A � ñàìîñîïðÿæåííûåé îïåðàòîð ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàí-

ñòâîH ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâHAi , êàæäîå èç êîòîðûõ
� ñîáñòâåííîå äëÿ îïåðàòîðà A:

H = HA
1 ⊕HA

2 ⊕ · · · , ∀x ∈ HA
i : Ax = λix, (4.4.7)

Çàìåòèì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâà HAi ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû. Òî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñàìîñî-
ïðÿæåííîãî îïåðàòîðà B è åãî ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ HBj .

Ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà H, ÿâëÿþùååñÿ ïåðåñå÷åíèåì ïîäïðîñòðàíñòâ HAi è HBj ,
îáîçíà÷èì ÷åðåç HABij . Â ñèëó ñäåëàííîãî âûøå çàìå÷àíèÿ, ïîäïðîñòðàíñòâà HABij ïîïàðíî
îðòîãîíàëüíû, åñëè ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç èíäåêñîâ ó íèõ ðàçëè÷åí è ñîñòîÿò èç îáùèõ äëÿ
îïåðàòîðîâ A è B ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Äîêàæåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî H ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ HABij . Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà, îðòîãîíàëüíûé îäíîâðåìåííî
âñåì ïîäïðîñòðàíñòâàì HABij � íóëåâîé.

Ïóñòü â H ∃ x 6= 0 è òàêîé, ÷òî x⊥HABij . Â ñèëó (4.4.7) ýëåìåíò x ïðåäñòàâèì â âèäå
x = x1 + x2 + · · · , xi = PHAi (x), ãäå, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî èç ñëàãàåìûõ íå ðàâíî íóëþ:
∃m : xm 6= 0. Ïîëüçóÿñü àíàëîãè÷íûìè ñîîáðàæåíèÿìè, çàêëþ÷àåì, ÷òî íåíóëåâîé ýëåìåíò
xm ïðåäñòàâèì â âèäå xm = xm1 + xm2 + · · · , xmj = PHBj (xm), ãäå, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî èç

ñëàãàåìûõ íå ðàâíî íóëþ: ∃n : xmn 6= 0.

Â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè îïåðàòîðîâ A è B, èõ ñïåêòðàëüíûå ôóíêöèè (à, ñëåäîâàòåëüíî,
è îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ) òàêæå êîììóòàòèâíû

PHAmPHBn = PHBnPHAm .

Êàê áûëî îòìå÷åíî â ï.3.2.3, ñóïåðïîçèöèÿ êîììóòàòèâíûõ îðòîïðîåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ îïåðà-
òîðîì îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî HABmn .
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Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî êàêîé áû íåíóëåâîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà H ìû íè âçÿëè,
åãî ïðîåêöèÿ íà îäíî èç ïîäïðîñòðàíñòâ HABmn áóäåò íåíóëåâîé. À ïîòîìó ýëåìåíò x íå ìîæåò
áûòü îðòîãîíàëüíûì âñåì ïîäïðîñòðàíñòâàì HABmn îäíîâðåìåííî.

Òåïåðü îñòàëîñü â êà÷åñòâå áàçèñà â H âçÿòü áàçèñ, îáðàçîâàííûé îáúåäèíåíèåì îðòîíîð-

ìèðîâàííûõ áàçèñîâ â ïîäïðîñòðàíñòâàõ HABij , êîòîðûå ñîñòîÿò èç îáùèõ äëÿ îïåðàòîðîâ A è

B ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Ðàñïðîñòðàíåíèå äîêàçàòåëüñòâà íà ñëó÷àé ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà

êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ î÷åâèäíî.I

Âûøå (ñì. ï.4.4.2, ñâîéñòâî 4 ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû) ìû óñòàíîâèëè, ÷òî
ðàçëè÷íûå ôóíêöèè ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà � êîììóòèðóþùèå îïå-
ðàòîðû. Îêàçûâàåòñÿ, ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà Íåéìàíà. Åñëè ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû Ai, i = 1, k,

ïîïàðíî êîììóòèðóþò, òî ñóùåñòâóåò ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð T
òàêîé, ÷òî êàæäûé èç îïåðàòîðîâ Ai ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îïåðàòîðà T .
J Êàê è âûøå, îãðàíè÷èìñÿ ñõåìîé äîêàçàòåëüñòâà äëÿ ñëó÷àÿ îïåðàòîðîâ ñ äèñêðåòíûì

ñïåêòðîì15.
Ïóñòü A è B � êîììóòèðóþùèå ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû. Êàê áûëî óñòàíîâëåíî â

ïðåäûäóùåì óòâåðæäåíèè, â ïðîñòðàíñòâå H åñòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ek} èç ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ ýòèõ îïåðàòîðîâ: Aek = λkek, Bek = µkek. Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x ∈ H ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå x =
∞∑
1
xkek.

Ïîëîæèì Tx =
∞∑
1

xk
k ek. Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî òàê îïðåäåëåííûé îïåðàòîð T ñàìîñîïðÿæåí

è îáëàäàåò äèñêðåòíûì ñïåêòðîì. Ïóñòü f1(λ) � äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ,

ïðèíèìàþùàÿ â òî÷êàõ λ =
1

k
çíà÷åíèÿ λk, à f2(λ) � ïðèíèìàþùàÿ â òî÷êàõ λ =

1

k
çíà÷åíèÿ

µk.
Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû f1(T ) è f1(T ), çàäàâàåìûå ñîîòíîøåíèåì (4.4.5) ï. 4.4.2:

f1(T ) =

M∫
m

f1(λ)dEλ, f2(T ) =

M∫
m

f2(λ)dEλ.

Çäåñü Eλ � ðàçëîæåíèå åäèíèöû îïåðàòîðà T . Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïåðàòîð f1(T ) òîæäå-
ñòâåíåí îïåðàòîðó A, à îïåðàòîð f2(T ) òîæäåñòâåíåí îïåðàòîðó B.

Äåéñòâèòåëüíî, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà f1(T ) ñîâïàäàþò

ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè è ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà A, ñîáñòâåííûå âåêòîðû

îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó â H. Ïîñêîëüêó ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè
îïåðàòîðîâ f1(T ) è A ñîâïàäàþò, òî, â ñèëó ñïåêòðàëüíîé òåîðåìû, ñîâïàäàþò è îïåðàòîðû.

Àíàëîãè÷íî äëÿ îïåðàòîðîâ f2(T ) è B. I

Â çàêëþ÷åíèå, â ñâÿçè ñ îáñóæäàåìûìè â ýòîì ðàçäåëå ïðîáëåìàìè, çà-
ìåòèì, ÷òî â êâàíòîâîé ìåõàíèêå âàæíóþ ðîëü èãðàþò ò.í. ïîëíûå ñèñòåìû
êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ.

15Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîãî ñïåêòðà ìîæíî íàéòè â îðèãèíàëüíîé ñòàòüå J.Neumann,
Annals of Math., n.32, 1931
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Ñèñòåìà ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâAi, i = 1, 2, . . . , k íàçûâàåòñÿ ïîë-
íîé ñèñòåìîé êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ, åñëè

• îïåðàòîðû Ai ïîïàðíî êîììóòèðóþò [Ai, Aj] = 0, i, j = 1, 2, . . . , k;

• íè îäèí èç îïåðàòîðîâ Ai íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îñòàëüíûõ;

• ëþáîé îïåðàòîð B, êîììóòèðóþùèé ñî âñåìè Ai, åñòü ôóíêöèÿ îò ýòèõ
îïåðàòîðîâ.

Âàæíîñòü ýòîãî ïîíÿòèÿ îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî çíàíèå ïîëíîãî íàáîðà òàêèõ
îïåðàòîðîâ äàåò âîçìîæíîñòü åäèíîîáðàçíî ïðåäñòàâèòü ïðîñòðàíñòâàî ñî-
ñòîÿíèé êâàíòîâîé ñèñòåìû. Îïåðàòîðû Ai â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè äîïóñêà-
þò ïðîñòîå îïèñàíèå � îíè ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè óìíîæåíèÿ íà íåçàâè-
ñèìóþ ïåðåìåííóþ.

4.5. Óíèòàðíûå îïåðàòîðû

Ïóñòü U � óíèòàðíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå H. Íàïîìíèì (ñì. ï.3.2.4), ÷òî

� óíèòàðíûé îïåðàòîð îáðàòèì;
� íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì óíèòàðíîñòè ñëóæèò ñîâ-

ïàäåíèå îáðàòíîãî ê óíèòàðíîìó è ñîïðÿæåííîãî ê íåìó U ∗ = U−1;
� ñóïåðïîçèöèÿ óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ óíèòàðíà è, ò.î., óíèòàðíûå

îïåðàòîðû îáðàçóþò ãðóïïó.
Çàìåòèì åù¼, ÷òî åñëè îïåðàòîð P ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì îðòîãîíàëü-

íîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ïðîñòðàíñòâà H,
à U � óíèòàðíûé, òî îïåðàòîð UPU−1 ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì îðòîãîíàëü-
íîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî L1 = UL.

5.1. Ñïåêòð óíèòàðíîãî îïåðàòîðà

1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ óíèòàðíîãî îïåðàòîðà ïî ìîäóëþ ðàâíû 1.

J Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x ñîáñòâåííûé: Ux = λx, x 6= 0 , òî â ñèëó óíèòàðíîñòè

〈x|x〉 = 〈Ux|Ux〉 = 〈λx|λx〉 = |λ|2〈x|x〉,

îòêóäà è ñëåäóåò èñêîìîå. I

2. Ñïåêòð óíèòàðíîãî îïåðàòîðà ñîñðåäîòî÷åí íà åäèíè÷íîé îêðóæíî-
ñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
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J Ïóñòü |λ| 6= 1 � íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð U − λI.

∀x ∈ H : ‖(U − λI)x‖2 = ‖Ux‖2 + |λ|2‖x‖2 − λ〈x|Ux〉 − λ〈Ux|x〉.

Ïîñêîëüêó 〈x|Ux〉 = 〈Ux|x〉, òî ñóììà ñëàãàåìûõ λ〈x|Ux〉+λ〈Ux|x〉 = λ〈Ux|x〉+λ〈Ux|x〉
� äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ‖Ux‖ = ‖x‖ è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, çàêëþ÷à-
åì,÷òî

|λ〈Ux|x〉+ λ〈Ux|x〉| ≤ |λ〈Ux|x〉|+ |λ〈Ux|x〉| ≤ 2|λ| · ‖x‖2.

Îòñþäà,
−λ〈x|Ux〉 − λ〈Ux|x〉 ≥ −2|λ|‖x‖2

. Ñëåäîâàòåëüíî

‖(U − λI)x‖2 ≥ ‖x‖2 + |λ|2‖x‖2 − 2‖x‖2 = ‖x‖2(1− |λ|)2.

Ò.î. âûïîëíåíî óñëîâèå (ï.2.2.2) ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðà (U − λI)−1:

‖(U − λI)x‖ ≥ |1− |λ|| · ‖x‖

äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî çíà÷åíèÿ λ : |λ| 6= 1, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî âñå òàêèå λ � ðåãóëÿð-

íûå çíà÷åíèÿ óíèòàðíîãî îïåðàòîðà U , ÷åì äîêàçàòåëüñòâî è çàâåðøàåòñÿ. I

3. Ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì óíèòàðíîãî îïåðàòîðà îòâå÷à-
þò îðòîãîíàëüíûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

J Ïóñòü λ 6= µ è Uxλ = λxλ, Uxµ = λxµ. Òîãäà

〈xλ|xµ〉 = 〈Uxλ|Uxµ〉 = 〈λxλ|µxµ〉 = λµ〈xλ|xµ〉.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû xλ è xµ íå îðòîãîíàëüíû (ò.å. 〈xλ|xµ〉 6= 0), çà-

êëþ÷àåì, ÷òî λµ = 1. Â ñèëó |λ| = 1 ⇒ λ = 1
λ , ò.å. λ = µ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðèíÿòîìó

äîïóùåíèþ. I

Âàæíûìè ïðèìåðàìè óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ ñëóæàò:

1. òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð I:

I : H→ H, Ix = x;

2. ïîâîðîò ïëîñêîñòè âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò íà óãîë ϕ

Ux =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)(
x1

x2

)
;

3. îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà eia, a ∈ R íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè:

Uz = eiaz, z ∈ C;
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4. îïåðàòîð ñäâèãà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2
R,

Ux(t) = x(t+ a), a ∈ R;

5. îïåðàòîð Ôóðüå â L2
R:

Ux(t) =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−itτx(τ)dτ.

5.2. Ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå óíèòàðíîãî îïåðàòîðà

Ïóñòü Eλ, 0 < λ ≤ 2π, E0 = �, E2π = I � ðàçëîæåíèå åäèíèöû (ñì.
ï. 4.4.2), ïîðîæäàþùåå íåêîòîðûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A. Òîãäà,
êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ íà (0; 2π] êîìïëåêñ-
íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ϕ(λ) ïîðîæäàåò íåïðåðûâíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð
ϕ(A), äàâàåìûé ñîîòíîøåíèåì (4.4.5):

ϕ(A) =

2π∫
0

ϕ(λ)dEλ.

Ïîëàãàÿ â ýòîì ñîîòíîøåíèè ϕ(λ) = eiλ ïðèõîäèì ê îïåðàòîðó U :

U = eiA =

2π∫
0

eiλdEλ. (4.5.1)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàê çàäàííûé îïåðàòîð óíèòàðåí.
J Äåéñòâèòåëüíî, êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàçäåëå 4.4.2, îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê U çàäàåòñÿ

ðàâåíñòâîì

U∗ = e−iA =

2π∫
0

e−iλdEλ,

è ïðîâåðêà ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíîøåíèÿ UU∗ = I, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò óíèòàðíîñòü îïåðà-

òîðà U , íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé. I

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû ïîðîæäàåò íåêîòîðûé
óíèòàðíûé îïåðàòîð, äàâàåìûé ôîðìóëîé (4.5.1), ïðè÷åì ðàçëè÷íûì ðàç-
ëîæåíèÿì åäèíèöû îòâå÷àþò ðàçëè÷íûå îïåðàòîðû.

Îêàçûâàåòñÿ, (äîêàçàòåëüñòâî, íàïðèìåð, â [1]), ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå:

Åñëè U � ïðîèçâîëüíûé óíèòàðíûé îïåðàòîð, òî ñóùåñòâóåò ðàçëî-
æåíèå åäèíèöû {Eλ, 0 < λ ≤ 2π}, òàêîå, ÷òî îïåðàòîð U ïðåäñòàâèì
â âèäå (4.5.1), ïðè ýòîì ðàçëè÷íûì óíèòàðíûì îïåðàòîðàì îòâå÷àþò
ðàçëè÷íûå ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû.
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Çàêëþ÷åíèå

1. Îáùèå ïîëîæåíèÿ

Ïóñòü H � ñåïàðàáåëüíîå êîìïëåêñíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Ïðî-
ñòðàíñòâî H íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé êâàíòîâîé ñèñòåìû.

Ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé � ôóíêöèè, âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñ-
íîçíà÷íûå, äëÿ êîòîðûõ ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ |φ〉, |ψ〉, . . ., ìîæåòü áûòü ñ
èíäåêñàìè.

×èñòûì ñîñòîÿíèåì êâàíòîâîé ñèñòåìû áóäåì íàçûâàòü êëàññ ýëåìåí-
òîâ ïðîñòðàíñòâà H ñ åäèíè÷íîé íîðìîé.

Åñëè µ ∈ C, |µ| = 1, òî ýëåìåíòû |φ〉 è |ψ〉, òàêèå, ÷òî |φ〉 = µ|ψ〉, îïèñûâàþò îäíî è òî æå

÷èñòîå ñîñòîÿíèå.

Íàáëþäàåìîé âåëè÷èíîé íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïå-
ðàòîð â ïðîñòðàíñòâå H. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå òðàäèöèîííî, îïåðàòîðû
îáîçíà÷àþòñÿ áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà ñ "êðûøå÷êîé" íàä íèìè16 �
Â, B̂, . . ..

Ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû è íàáëþäàåìûå ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè õà-
ðàêòåðèñòèêàìè êâàíòîâîé ñèñòåìû.

Â ðåàëüíîì ýêñïåðèìåíòå èçìåðÿþòñÿ ðåàëüíûå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû
è/èëè ïðîöåññû. Ðåçóëüòàò ïîäîáíûõ èçìåðåíèé � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.
Ñâÿçü ìåæäó íàáëþäàåìûìè (ò.å. îïåðàòîðàìè) è èçìåðåíèÿìè (ò.å. ÷èñëà-
ìè) óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî ðåçóëüòàòîì èçìåðåíèÿ
íàáëþäàåìîé Â ÿâëÿþòñÿ ñïåêòðàëüíûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà, îïèñûâàþùå-
ãî íàáëþäàåìóþ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîëó÷åííîå â ýêñïåðèìåíòå èçìåðåíèå
λ ∈ R � òî÷êà ñïåêòðà îïåðàòîðà Â.

Èçìåðåíèÿ îò ýêñïåðèìåíòà ê ýêñïåðèìåíòó ìîãóò âàðüèðîâàòüñÿ. Ïî-
ýòîìó âàæíîå çíà÷åíèå ïðè îïèñàíèè íàáëþäàåìûõ èìååò çàêîí ðàñïðåäå-
ëåíèÿ âîçìîæíûõ èçìåðåíèé, ò.å. ïðàâèëî, ïîçâîëÿþùåå óñòàíîâèòü êàêèå
èç âîçìîæíûõ èçìåðåíèé ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ â ýêñïåðèìåíòå ÷àùå, à êàêèå
� ðåæå.

16Ýòà êðûøå÷êà íàçûâàåòñÿ öèðêóìôëåêñ.
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Ýòîò çàêîí îïðåäåëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèåé Eλ îïåðàòîðà Â. Ïî-
ëàãàþò, ÷òî ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ FA(λ) = 〈Eλψ|ψ〉 çàäàåò ðàñïðåäåëåíèå âîç-
ìîæíûõ èçìåðåíèé ñèñòåìû, íàõîäÿùåéñÿ â ÷èñòîì ñîñòîÿíèè |ψ〉.

Õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîãóò áûòü îïèñàíû åãî
÷èñëîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè � ñðåäíèì çíà÷åíèåì λA = 〈Â〉 èçìåðÿåìîé
íàáëþäàåìîé Â è ðàññåÿíèåì (äèñïåðñèåé) ∆2

A(λ) âîçìîæíûõ èçìåðåíèé λ
îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñðåäíåãî.

Îíè äàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

λA =

+∞∫
−∞

λdFA(λ) = 〈Aψ|ψ〉, ∆2
A(λ) =

+∞∫
−∞

(λ− λA)2dFA(λ). (4.5.2)

Â ðåàëüíîì ýêñïåðèìåíòå ìíîãîêðàòíîå èçìåðåíèå íàáëþäàåìîé ïðèâîäèò ê íàáîðó äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë λ1, λ2, . . . , λN . Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë ïîçâîëÿåò, èñïîëüçóÿ ýòè èçìåðåíèÿ,
ïîëó÷èòü îöåíêè âåëè÷èí λA è ∆2

A(λ):

λA '
1

N

N∑
k=1

λk, ∆2
A(λ) ' 1

N − 1

N∑
k=1

(λk − λA)2.

Â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ çíà÷îê ' îçíà÷àåò, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ (N → ∞) â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ëåâûå ÷àñòè âûïèñàííûõ ðàâåíñòâ
áóäóò íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àòüñÿ îò ïðàâûõ. Òî÷íåå

∀ε > 0 lim
N→∞

P

{∣∣∣∣∣λA − 1

N

N∑
k=1

λk

∣∣∣∣∣ ≥ ε
}

= 0.

Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé Ãåéçåíáåðãà. Äëÿ ëþáûõ äâóõ íàáëþäà-
åìûõ A,B è ëþáîãî ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ |ψ〉 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî,
íàçûâàåìîå ñîîòíîøåíèåì íåîïðåäåëåííîñòåé Ãåéçåíáåðãà:

∆A(λ) ·∆B(λ) ≥ 1

2

∣∣∣[Â, B̂]
∣∣∣ . (4.5.3)

Çäåñü [Â, B̂] = ÂB̂−B̂Â � êîììóòàòîð íàáëþäàåìûõ Â, B̂, ∆A(λ) =
√

∆2
A(λ),

∆2
B(λ) =

√
∆2
B(λ).

J Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ïðîñòûå ôàêòû.

• Åñëè µ è ν ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, òî äëÿ ëþáûõ íàáëþäàåìûõ Â, B̂ è ëþáîãî ÷èñòîãî
ñîñòîÿíèÿ |ψ〉 ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî [Â− µI, B̂ − νI] = [Â, B̂].

• Åñëè λA � ñðåäíåå çíà÷åíèå íàáëþäàåìîé â ÷èñòîì ñîñòîÿíèè |ψ〉, òî λ− λA = 0. Ïîýòîìó
∆2
A(λ− λA) = ∆2

A(λ).
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• Ïîñêîëüêó ‖Â|ψ〉‖2 = 〈Âψ|Aψ〉 = 〈Â2ψ|ψ〉, òî, â ñèëó ïðåäûäóùåãî çàìå÷àíèÿ è ñîîòíî-
øåíèÿ (4.5.2), ∆2

A(λ) = ‖Âψ‖2. Äëÿ ëþáûõ äâóõ íàáëþäàåìûõ Â, B̂ ñïðàâåäëèâî:

〈ÂB̂ψ|ψ〉 = 〈B̂ψ|Âψ〉, 〈B̂Âψ|ψ〉 = 〈Âψ|B̂ψ〉, |〈Âψ|B̂ψ〉| = |〈B̂ψ|Âψ〉|. (∗)

Ðàññìîòðèì ñðåäíåå çíà÷åíèå êîììóòàòîðà íàáëþäàåìûõ [Â, B̂] = 〈(ÂB̂ − B̂Â)ψ|ψ〉.

[Â, B̂] = 〈ÂB̂ψ|ψ〉 − 〈B̂Âψ|ψ〉 = 〈B̂ψ|Âψ〉 − 〈Âψ|B̂ψ〉.

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (*), çàêëþ÷àåì∣∣∣[Â, B̂]
∣∣∣2 = |〈B̂ψ|Âψ〉 − 〈Âψ|B̂ψ〉|2 ≤ 4|〈Âψ|B̂ψ〉|2.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî |〈Âψ|B̂ψ〉|2 ≤ ‖Âψ‖2 · ‖B̂ψ‖2.
Âçÿâ òåïåðü â ïîëó÷åííîì íåðàâåíñòâå â êà÷åñòâå îïåðàòîðà Â îïåðàòîð Â − λA · I, à â

êà÷åñòâå îïåðàòîðà B̂ � îïåðàòîð B̂−λB ·I è èñïîëüçóÿ îòìå÷åííûå âûøå ñâîéñòâà ñêàëÿðíûõ
ïðîèçâåäåíèé, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó (4.5.3). I

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå âåëè÷èíû ∆A(λ),∆B(λ) òðàêòóþòñÿ êàê òî÷íîñòü
èçìåðåíèé íàáëþäàåìûõ Â, B̂. Èç íåðàâåíñòâà (4.5.3) ñëåäóåò, ÷òî íå ñóùå-
ñòâóåò òàêèõ ñîñòîÿíèé |ψ〉, â êîòîðûõ âñå íàáëþäàåìûå ìîãëè áû áûòü
èçìåðåíû ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Åñëè îïåðàòîðû Â è B̂ íå
êîììóòèðóþò, òî óâåëè÷åíèå òî÷íîñòè èçìåðåíèÿ îäíîé èç íàáëþäàåìûõ
âûçûâàåò ñíèæåíèå òî÷íîñòè èçìåðåíèÿ äðóãîé.

2. Îïåðàòîðû êâàíòîâîé ìåõàíèêè

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ïðîñòåéøåé ñèñòåìîé ÿâëÿåòñÿ îäíà ÷àñòèöà,
õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ êîîðäèíàòàìè x, y, z è èìïóëü-
ñàìè px, py, pz. Âñå ïðî÷èå õàðàêòåðèñòèêè ïîâåäåíèÿ ÷àñòèöû ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè ýòèõ âåëè÷èí.

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå àíàëîãàìè êëàññè÷åñêèõ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ
âûñòóïàþò íàáëþäàåìûå (ò.å. îïåðàòîðû) X̂, Ŷ , Ẑ, P̂x, P̂y, P̂z, îïðåäåëÿþ-
ùèå âñå ïðî÷èå õàðàêòåðèñòèêè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

I. Îïåðàòîðû êîîðäèíàòû è èìïóëüñà. Ïóñòü ψ = ψ(x, y, z) � ýëåìåíò
ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé17 H. Êàæäîé êîîðäèíàòå ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå

17Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé íåñêîëüêèõ ÷àñòèö � òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ ñîñòîÿíèé äëÿ
êàæäîé îòäåëüíîé ÷àñòèöû.
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íàáëþäàåìàÿ (ò.å. îïåðàòîð), îáîçíà÷àåìàÿ îáû÷íî òåì æå ñèìâîëîì è äåé-
ñòâóþùàÿ íà ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé êàê óìíîæåíèå íà ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ êîîðäèíàòó:

X̂ψ(x, y, z) = x · ψ(x, y, z), Ŷ ψ = y · ψ(x, y, z), Ẑψ = z · ψ(x, y, z).

Åñëè ñèìâîëîì r îáîçíà÷èòü ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè M(x, y, z), à ñèìâîëîì
R̂ ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð, òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âåê-
òîðíîé ôîðìå:

R̂ψ(x, y, z) =

 xψ(x, y, z)
yψ(x, y, z)
zψ(x, y, z)


Ïðè ýòîì ïîëàãàþò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé, ýòî L2

R3 ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì:

〈ψ1|ψ2〉 =

∫∫∫
R3

ψ1(x, y, z)ψ2(x, y, z)dxdydz.

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé èíîãäà íàçûâàþò êîîðäèíàò-
íûì èëè ïðåäñòàâëåíèåì Øðåäèíãåðà.

Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîðû èìïóëüñîâ â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè äåéñòâóþò
êàê îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

P̂xψ = −i~ ∂
∂x
ψ, P̂yψ = −i~ ∂

∂y
ψ, P̂zψ = −i~ ∂

∂z
ψ.

Èëè, â âåêòîðíîé ôîðìå:

P̂ψ = i~∇̂ψ = −i~

 ∂
∂xψ(x, y, z)
∂
∂yψ(x, y, z)
∂
∂zψ(x, y, z)

 .

Îäíîèìåííûå îïåðàòîðû êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ íå êîììóòèðóþò.
J Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð äëÿ îïåðàòîðîâ X̂ è P̂x èìååì:

[X̂, P̂x] = X̂P̂x − P̂xX̂ = −ix~ ∂
∂x

+ i~
∂

∂x
x = −ix~ ∂

∂x
+ i~ + ix~

∂

∂x
= i~. I

II. Îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà (îïåðàòîð ïîëíîé ýíåðãèè). Â êâàíòîâîé ìåõà-
íèêå (ïî àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêîé) îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà � ýòî íàáëþäà-
åìàÿ, îòâå÷àþùàÿ ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû è çàäàâàåìàÿ ñîîòíîøåíèåì
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Ĥ = T̂ + Û . Çäåñü

T̂ = − ~2

2m
·∆ = − ~2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
, Û = U(x, y, z, t)

îïåðàòîðû êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé ñèñòåìû. Îïåðàòîð ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïîíèìàåòñÿ êàê îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ U.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè êîììóòèðóåò ñ îïå-
ðàòîðîì èìïóëüñà è íå êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì êîîðäèíàòû.

III. Óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïóñòü U � óíèòàðíûé â H
îïåðàòîð, Â � íàáëþäàåìàÿ, |ψ〉 � ÷èñòîå ñîñòîÿíèå. Ïîëîæèì

ψ′ = Uψ, Â′ = UÂU−1

è ðàññìîòðèì äðóãîå îïèñàíèå êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ïðè êîòî-
ðîì ÷èñòûå ñîñòîÿíèÿ îïèñûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè |ψ′〉, à íàáëþäàåìûå � îïå-
ðàòîðàìè Â′ . Ýòî îïèñàíèå (â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ãîâîðÿò � ïðåäñòàâ-
ëåíèå) ýêâèâàëåíòíî èñõîäíîìó â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ îòíîñèòåëüíî óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Èìåþùèå ôèçè÷åñêèé
ñìûñë âåëè÷èíû (íàïðèìåð, äàâàåìûå ñîîòíîøåíèÿìè (4.5.2)) ïðè ýòîì íå
èçìåíÿþòñÿ.

Òàê, íàïðèìåð, åñëè â êà÷åñòâå îïåðàòîðà U âçÿòü îïåðàòîð Ôóðüå-
Ïëàíøåðåëÿ â L2

R3:

Uψ(x, y, z) = ψ′(px, py, pz) =

(
1

2π

) 3
2
∫∫∫
R3

e−
i
~ (xpx+ypy+zpz)ψ(x, y, z)dxdydz,

òî ìû ïîëó÷èì äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå18 êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, â
êîòîðîì êîîðäèíàòû ïðåäñòàâëåíû îïåðàòîðàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ,

X̂ ′ = i~
∂

∂px
, Ŷ ′ = i~

∂

∂py
, Ẑ ′ = i~

∂

∂pz
,

à èìïóëüñû � îïåðàòîðàìè óìíîæåíèÿ:

P̂ ′x = px, P̂ ′y = py, P̂ ′z = pz.

18Åãî îáû÷íî íàçûâàþò èìïóëüñíûì èëè ïðåäñòàâëåíèåì Ãåéçåíáåðãà.
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IV. Ýâîëþöèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå äèíàìèêà
ñèñòåìû ìîæåò áûòü îïèñàíà ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà èëè, ýêâè-
âàëåíòíûì îáðàçîì, ïîñðåäñòâîì óðàâíåíèé Ëèóâèëëÿ.

Àíàëîãè÷íî äåëî îáñòîèò è â êâàíòîâîé ìåõàíèêå.
Åñëè Ĥ � îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû â êîîð-

äèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè, |ψ〉 � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, ìåíÿþùèéñÿ ñî âðåìå-
íåì, òî ýâîëþöèÿ òàêîé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

i~
∂

∂t
ψ = Ĥψ, ψ(t0) = ψ0. (4.5.4)

Óðàâíåíèå (4.5.4) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà. Ýòî îñíîâíîå óðàâ-
íåíèå êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Îïèñàíèå ýâîëþöèè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ñè-
ñòåìû ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (4.5.4) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì êëàññè÷åñêîãî ôîð-
ìàëèçìà Ëèóâèëëÿ.

Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàáëþäàåìûå ñî âðåìåíåì íå
ìåíÿþòñÿ, â òî âðåìÿ êàê ñîñòîÿíèå ýâîëþöèîíèðóåò èç íåêîòîðîãî íà÷àëü-
íîãî ñîñòîÿíèÿ ψ(t0) = ψ0 ê ñîñòîÿíèþ ψ(t), t ≥ t0.

Â ãåéçåíáåðãîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñî âðåìåíåì ýâî-
ëþöèîíèðóþò òîëüêî íàáëþäàåìûå Â(t).

Ìîæíî ïîêàçàòü (íàïðèìåð, [15],[16]) ÷òî èõ ýâîëþöèÿ áóäåò îïèñûâàòü-
ñÿ óðàâíåíèåì:

i~
∂

∂t
Â(t) = [Ĥ, Â],

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ãåéçåíáåðãà.
Óðàâíåíèå Ãåéçåíáåðãà � àíàëîã êëàññè÷åñêîãî ôîðìàëèçìà Ãàìèëüòî-

íà.
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